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I Deux approches pour une valeur a ...

Q1. Soitx e R :
— siz <0, alors e """ — +00 lorsque n — 400, donc la série Ze*m diverge grossi¢rement ;
n=>0
— siz=0,e ™ — 1 lorsque n — +oo, donc la série Z e~ ™ diverge grossieérement ;
n=0

_ _ 1 1
— siz >0, n?e™ — 0 lorsque n — +oo, donc e ™ = o <2 lorsque n — +o00. La série E —
n n
n=1
est une série de Riemann convergente, donc par comparaison de séries a termes positifs, la série

g e ™ converge.

n>1
Ainsi, | f est définie sur Dy = R7 |

N .
Soit > 0 et N € N* : E e " = g (e™*)" = e*mli_ car e * # 1. En passant a la limite
—e

n=1 n=1

lorsque N — +o0, | f(x) =

—xT

[§]

1 —, donc
[e— ei

Q 2. D’apres la question précédente, pour tout = €]0, +o00[, f(x) =

f est de classe @ sur ]0, +oc[ par opérations |

—e T(l—e")—e T * e *
De plus, pour tout x € Dy, | f'(z) = ( = e—)x)2 = —(1 mpeell

Q 3. On développe le numérateur a l'ordre 2 et le dénominateur & l'ordre 4 (on va le factoriser par z?

x
— e T = 1— - 2
et = x+ 5 + o(z?)
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Q 5.

Q 6.

. Posons pour tout n € N, uy, : x — e~

1
Ainsi =1,b=0etc=——|
insi, |a , et c 5

nx

— Pour tout n € N, u, est de classe C! sur 10, +o00[;

— la série Z uy, converge simplement sur |0, +oo[ (voir question ) ;
n=0

na

na na

— soit @ > 0, pour tout n € N, sup (u,) = ne ", et n3¢ " ——— 0, donc la série Zne_
[a,+oo[ noreo n=1

converge : la série E u!, converge normalement, donc uniformément, sur [a, +ool.

n=0
D’aprés le théoréme de dérivation des séries de fonctions, f est de classe €' sur [a, +00[ et pour tout
+o0o
z € [a,+oo[, f'(z) = Z ne” "*. Ceci étant valable pour tout a > 0, le résultat tient sur |0, +oo].
=0
n oo
Ainsi, pour tout x > 0 Zne_m B f(z) — 1 + o(1) d’apres les questions B et B
’ ’ 0 x2 x2 z—0 12 '

= 1 1
Donc Zne_mC - = |
e e x—0t 12

car x > 0. Comme n est

Soit n € N:a+nx €la,b] <= a<a+nr<b < 0<n<

b— b—
un entier, 0 < n < = 0<n < | aj. Ainsi, I'ensemble des entiers naturels tels que
x x
bh—
a+nx €la,b] est | [1, | a“] )
x
L L L L L
Par définition de la partie entiere, ——1 < | —] < —, donc 0 < L—|— |z < x. Ainsi, ‘L —|=Jz| <=z
x x x x x

Rémi Crétois -2- CCS PSI MATHS2 - 2025



CCS PSI MATHS2 Corrigé 2025 - Filiére PSI
Q 7. Par linéarité et d’apres Chasles :

LIFTGJ a+nx b LbiTaJ a+nx

> (/ fla+nx) — f(t) dt) —/ f)ydt= >y / fla+ nz) dt

n—1 a+n—1lx a+Lb*T“J:c ne a+n—1lx

Ainsi, on trouve bien

1
1252

a+nx b
Z / foa- [ g
n—1 Jatn—lz a+|_b;—,ajsc
a+|_b_TaJ
fla+nx) / f(t) dt
b
- / (
at| =2
b—a

N b
:a;Zf(cH-mc) —/ f(t) de

t) dt

IIM

£) dt

1222

z b
fla+nz) - / (1) dt

a+nx b
3 </ fla+nz) — £(1) dt> —/ F(1) dt =
n—1 a+n—1lx a+Ll’fTajx
Q 8. — Comme f est de classe C! sur le segment [a, b], d’apres I'inégalité des accroissements finis, f est
lipschitzienne sur [a, ] : il existe M € R4 tel que pour tout y, z € [a,b], | f(y) — f(2)] < M|y —z|.
Ainsi,
LbiTaJ a+nx a+nx
> (/ fla+nz)— ft)d > (/ fla+nz) — ft)] dt>
n—1 a+n—1lx 1 a+n— 1z

<

N

a+nx

Donc Z (/
a+n— 11:

(a +nx) — f(t) dt)

Mla + nz — t| dt>

</a+nx
a+n—1lx

n=1

=
M
<5 Z v’
n=1
2
M —
(b a)ac 0
2 z—0t

— 0 par encadrement.
z—0t

— Comme f est continue sur [a, b] elle est bornée donc il existe M’ € R tel que pour tout ¢ € [a, b,

|f(t)] < M'. Donc f(t) de

b
/a+me“Jx

|z (question B).

b—a

b>a+|

b
< / . |f(t)] dt par inégalité triangulaire et comme
Bk

Rémi Crétois
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oo b b b—a b—a
Ainsi, f@) dt| < Mdt=|b—a—| le)M=|b—a—| Jz| M <
ot 2% at P28 T T
aM ——0d apres B.
x—>0bJr
Donc / f(t) dt —— 0 par encadrement.
“JFLZFTEJUU z—0t
bfa, b—a b
D’apres la question @, on a donc x; fla+nx) / f(t) dt m 0, donc x; fla+nx) F ) f(t)d
K
Q 9. D’apres le théoreme fondamental de I'analyse, Y'(t) dt = (K) —9(0) = Kp(K)—0=0]|
0
K
Pour tout t € Ry, 9’ (t) =t (t)+¢(t). Donc, de méme () dt = ¢/ (K) — ' (0) =0 — ¢(0) = —1]|.
0
Q 10. On utilise la question Baveca =0, b= K et f = 1) (qui est bien de classe €' sur [0, K]). On a
@ K
donc : xnzli/z( =x Zna:ap w_>0+ ; Y(t) dt |

On applique la méme question en remplacant la fonction par 1’ puis ¥” (qui sont €' sur [0, K]) :

B K IS B
m; V@) m} /0 V() dt =0 et x%ﬁ’(@ —M /0 Y"(t) dt = —1| (d’apres la question

g).
Q 11. Soit k € N et [ € N. On applique la formule de Taylor avec reste intégral sur R, a la fonction
k .
_K)t ,
YO (qui est de classe CFF1) et avec a = K : pour tout t € Ry, vV (¢) = Z uw(lﬂ) (K) +
7!
=0

tr_ ok RY
/K (tkls)w(HkH)(s) ds, et [ (1) = /K (tk'S)w(HkH)(s) ds| car ¢ et toutes ses dérivées s’an-

nulent en K.
Q 12. Soit k£ € N et | € N. Comme w(HkH) est continue sur [0, K], il existe M € R, tel que pour tout
s € [0, K], [ () < M.

Soit t € {LI;xJ,K}

Ipsi® / P (5)] ds
M

(K t)k:—i—l
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Donc

K
$O() dt| < / O (#)] dt
B

M K
gUerl)!/LK J(K—t)"”r1 dt

.M
= (k+2)!
< M xk+2
= (k+2)!

B

M

(K — | K |zz)*? =

K
L O () dt| < M _ 2 0.

xk Lng \(k‘+2)'x r—0+

Ainsi,

z—0t

1 K
Par encadrement, | — YO () dt —— 0.
z¥ J| k)

Q 13. On refait pareil : soit k € Net ! € N, il existe M € R, tel que pour tout s € [0, K], [ 1 (s)] < M.
K
Pour n € [1,|—|] et t € [(n — 1)z, nx] :
x

t _ ok nx _ \k
/m (tk!s’)qb(kﬂ)(s) ds' < /t (Sk!t)w(kﬂ)(sﬂ ds

M nx i
éﬁ t (s—t)" ds

< kL
SEroir )

Puis

nx t _\k
uw(’ﬂﬂ) (s) ds dt
(n—1)xz Jnx k!

M
< / nx (nx — )k de
(n—1)x

(k+1)!
M k
< +2
S+
Rei(z)| 1 Sy M K MK
T xk;(kwﬂ‘r G122 S Groi® oo C
Ry ()

T 0l
x z—0t

Par encadrement,

Q 14. Soit [ € N et p € N* : on commence par intervertir les deux sommes dans le terme de droite :

(t — T'L.T) (k:-‘rl) ) - ( (t — nx) (k‘i‘l) )
T (ng) dt | = PV (nr) dt
L5
=3[0 (00 - w0 - [ as)
ne1 (n=1)z nx
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en utilisant la formule de Taylor reste intégral a ’ordre p, avec a = nz, b=1t, f = d}(l). Donc :

LZ) e

- m(t—na)F g (1) 0)
S ([ e ) ) + Bya) =3 [ @00 - v O))
k—1n—1 (n—1)z . n—1 (n—1)z
I-%J nx t t D
_ Z/ / ﬁw(lﬂﬂrl)(s) ds dt
|
n—1“ (n=1z Jnz p
KJ .
=y [ t— s)P
+ Z/ / %w(lﬂ’“)(s) ds dt
n—1“ (n=1z Jnz p:
p L] ne (¢ —nax)k L2
et enfin, Z (/ ) T@/J(lwrl)(n:c) dt) + Rpiq1(z Z/ — O (nx)) dt |
=1n=1 (n—1)z ’ n=1 -

Q 15. On applique la question I avec [ = 0 et p = 2, on divise par z :

L5 e 2 15 /e N~ )
% Z/( 3 P(t) —p(nx) dt :% Z (/ uw( )( z) dt> Ry (x)
n=1vn—1)T

k=1 n=1 (nfl)l‘ k' CC2
1 L5 n
=— W(nw)/ (t —nz) dt
x n=1 (n—1)z
| "t ng)? | Ras(a)
oz > v ) [ at + Rl
v n=1 (n—1)z 2 T
LX) £ LK |
n=17n—-L)T n—1 =1

Q 16. On applique la question @ avec a = 0, b = K, f =1’ ( qui est de classe C' sur [0, K]) qui donne
K

directement la formule voulue car / Y/ (t) dt = 0 (question H).
0

Q 17. On utilise la question I avec p = 1,1 = 1 : Z/ P (t) — Z/
n—1 (n—1)x (n— 1):1:
22 L)
nz)y"(ne) dt + Rya(z) = —wa” nz) + Ry a(w).

On utilise maintenant la questlon [EE en divisant par z et on obtient

1" o R () 1 K '
¥/ (na) o PR

Q 18. D’apres les questions 3 et 4 :

1Ryo(x) 11 (K R21()

1%
1 z nx . . /
ﬂ;/(n_lnw(t)—w(m)dt:—unzlw( R R P ngxw()dH
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R R
D’apres la question 3, 1.2() —>0et 2712(3:) — 0.
x z—0t x z—0t
D’apres la question 32, — Y (t) dt — 0.
L%JI z—0

LE)
D’apres la question [0, x Z Y’

n=1

(nz) —— —1.
z—07t

5] e
12/ W(t) — p(nz) it —— 1|

Ainsi
Hsh z—0t 12

19. On applique la question @ avec a =0, b= K, f = uis on divise par 22 et on obtient la formule
Q ppliq q P P

voulue.
K
Q 20. On pose A = / ¥ (t) dt. D’apres la question 2,
0

£
D’apres la question I8, 2 Z /

L J
- A
Donc d’apres la question [9, E np(nx) =

=0+ 22

P(t) = (nz)

n=1

Or, pour tout n > L

1 K
a? /L[;wa(t) "o

1

dt —— —.

z—0t 12

— +o(1).

|, on anx > K, donc p(nz) =0.

N

A 1

Ainsi np(nzx) = — ——
’ 1 o) S T

L;J

“+oo
Z np(nx) =
n=1 n

+o(1) |

II Les sommes infinies au sens de Ramanujan

1
Q21. — On a B} = By = 1 donc il existe ¢ € R tel que By = X + ¢. De plus, / Bi(z) dz =
0

1 1
[2%/2 4 cx]} = 5 +c¢=0. Donc ¢ = —5 Ainsi,

Bi=X—--|

1

2

1
— OnaBQ:QBl:2X—1,doncilexistedERtelqueBg:X2—X+c. Deplus,/ By(z) dz =
0

[23/3 — 2% /2 + cx]} =

Q 22. Montrons par récurrence sur p € N que B(1
— Initialisation : pour p =0, Bo(l — X) =1 et (—

— Hérédité :
1)By(1-X) = (=1)"(p+1)Bp(X) = (-

(=1 Byia(X) + . dott Bya(1 = X) = (=

1 1
~5 +¢=0. Donc ¢ = 6 Ainsi,

—X)=(-
1)°By(X) = 1, donc la formule est vraie.
soit p > 0. Supposons que B,(1 — X) = (—
)pB;H(X). Donc il existe ¢ € R tel que —Bp41(1—X)
)p+1Bp+1(X

1
— X+

By = X? c

1P B,(X).

1)PBy(X). Alors B, (1 - X) = (p

I+

) —c.

Puis / Bpii(l —z) de = / Bpi1(u) du = 0 (par changement de variable v = 1 — z). Donc
0 0

1
/ (-1)P*"'Byyi(z) —cde = —c=0.
0
On a bien B,y 1(1 — X) = (=1)P™' B, 1(X).

Par principe de récurrence, | pour tout p € N, B, (1

— X) = (=1)"By(X) |,

Q 23. Montrons par récurrence sur p > 2 que b, = By(1).

Rémi Crétois -7-
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1
— Initialisation : pour p = 2, d’aprés la question 21, B, = X —2 — X —|— & donc Bs(0) = 8 et

1 1
By(1) =11+ ¢ = o, dlot by = By(0) = By(1).
1
— Hérédité : soit p > 2. Supposons que b, = B)(1). Alors Bp;1(1) — Bp11(0) = / () do =
0

1
/0 (p+1) ( )d$—0 donc Bp+1( ) D+1-

Par principe de récurrence, |Vp > 2, b, = Bp(1) |
Soit p > 3 impair. On a donc B,(0) = B,(1), et d’apres la question 22, B,(1 — X) = —B,(X), ce

qui donne en évaluant en 0, By,(1) = —B,(0). Donc .

Q 24. Soit p € N et k € N. On fait le changement de variable © = ¢ — k puis une intégration par parties
puis le changement de variable dans l'autre sens :

0 ! 0t B)
/k By(t) dt = /0 TB,,(u) du

p!
(p) k (P41 (4 + k
- [f (§!+ . ;ti 1 R p+u;L o By du
_ P+ 1) By (1) — f(p)(k?)B +1(0) M) -
= P Y P _/k i) Bpii(z) dz

kL) (1) - ®) (k _ o) (k k+1 £(p+1)
Ce qui donne /k f;ft)Bp(t) ar—! <+1>Bp+(1p<1+> 1)!f (k)By1(0) /k W

Byii(x) dx |

Q 25. Soit n € N*. D’aprés la question 24 avec p = 0 :

k+1 -1 k41 £(0)
Z Z o)
/1 ) 4= / /k ol Bolt) dt

k=1

FO®E +1)Bi(1) — fO(k)B1(0) M (@)
_ Z /k B

fk+1 + f(k 7 131
_Z /of

1n—1 1n—l
:§ka+1 +§Zf —Tin
k=1

k=1
n n—1
= OSSR 5 S i
k=2 k=1
= ST S p0y
k=1
done | S ) = [ f) dt+f(1);f(m+rm.
k=1 1
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Q 26. Soit [ € N*. En utilisant la question P4 et la question 23, on trouve :

_ (" B®) on o (FOC%+ DB () = fOR) B (0)  F U ()
= [ S Z ( i+ 1) - Ty et a
-1

fOK+ 1B (1) = fOk)Bia(0)
(I+1)! T+l

k=1

 fO(Rk+1)— fO
_b”lz (+1)! .

_b f(”(n)—f(”(l)
= 0141 (l+1)! —Ti41n

—Ti+1,n

en télescopant.
Soit p € N*. On somme maintenant (—1)”17“1’1 pour [ allant de 1 & 2p :

’p » O () — £O
S D F =) ((_1)l+1bl+1f ) f' O (—1)l+17’l+1,n>

|
= = (t+1)
2p ) 2p
= Z(_l)l+1bl+l ((l)+ 1)| ( ) Z(_l)l+ Tl+1,n
=1 ’ =1
2p ) 0) 2p+1
_ 1, SV(n) = fYQ) I+1
=1 =2
2p
En simplifiant par Z(—l)lﬂrlm des deux coOtés, on trouve :
=2
il (=1 (p) — £A-1(1
Tin = Z(*l)lblf ( )l' A + Toptim
=2 ’

Dans la somme, tous les termes impairs sont nuls (d’apres la question 23), donc

Il + rop+i,n

P @-1) () — F21-1)(1
T1,n=zbzzf (n)—f
=1

Ainsi, avec la question P34, on trouve

n 0 FPa o p@ED () 21
0= [ ras L0 ) 4 30 L4700 = 1)

T + Top+in
=1 ’

Q 27. Soit p > ¢q un entier. Comme B, est continue sur [O,}], il existe M € Ry tel que Vt €
[0,1], |Bop+1(t)] < M. Par périodicité, on a donc Vt € R, |Bgpi1(t)| < M. Ainsi, Vt € [1,400],
Bop+1(t) ,(2p+1) (2p+1
e ] < ——|f®+D@)]. Or, fer+
) < G ). on g
Donc ‘ C) est bien définie ‘

est intégrable sur [1,+oo[ par hypothese.
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On utilise la question 24 en sommant de 1 & 400, ce qui a un sens car les fonctions sont intégrables
et f@PHD (k) ——— 0. On obtient :
k—+o00

% Boypi1(t) o) _ g V) [T Bapo(t) popra
/1 oy A= et /1 oo W

On a aussi de méme

T Bopia(t) L2pro) L FERA) [ Bypis(t) Liopes)
/1 (2p+2)!f ) dE == bapig (2p + 3)! /1 (2p+3)!f T de

T / " Bssll) FEP () dt
1

(2p + 3)!
"% Bop+1(t) FeI () T2 Bopys(t)
Donc / Lf@l”+1 dt = —byppl— 2 +/ T ARG
SRS "y ) ey
On obtient alors Cpy1 = C). Autrement dit, ‘Cp ne dépend pas de I'entier p ‘
Q 28. — Prenons f : x +— 1. Pour ¢ = 0, on a bien que pour tout p > 0, f 2pH1) = est intégrable sur
Ry et que fPH (1) P 0.

1 1 * 1
Deplusa 0025_1:—5 Donc ;1:—2

— Prenons f x +— x. Pour ¢ = 1, on a bien que pour tout p > 1, f(2p+1) = 0 est intégrable sur R
et que fPH) () —— 0.

t—+4o0
De plus, €y = = — + be’(1) donc ik !
e S === =——= =——|
s, =9 =5 75/ % < 12

— Prenons f: x — z2. Pour ¢ = 1, on a bien que pour tout p > 1, f CpH+1) — ( est intégrable sur
Ry et que fPPHD (1) —— 0.

t—4o00
De plus, €y = = — & — bﬁf’(1) donc il& =0
p ) 1 2 3 2 b k>1 .

Q 29. D’apres la question P4

e [ s as 04 [ as H
- [ rw == [ rayae BRe [T Bwro a L

1 f(l) +oo , B
m—/o F@) dt+ ==+ 1 Bi(t)f'(t) dt = C

par hypotheses.

n n R
Done Zf(k)—/ £t dt —— 3" £(k)
k=1 0

n—-+oo
k=1
+00 R 400 +o00
Si f(t) dt converge, alors Z f(k) converge aussi et Z f(k) = Zf(k:) - f(t) dt|.
0 k>1 k>1 k=1 0
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III Développements tayloriens généralisés

Q 30. Montrons par récurrence sur n € N que P, existe et est unique.

— Initialisation : pour n = 0, Py = 1 est bien uniquement défini.

— Hérédité : soit n > 0. Supposons que P, existe et est unique. Alors prenons () une primitive de
(n+ 1)P, et notons ¢ = p(Q). On pose alors P,y1 = Q —c : on a bien P, ; = (n+ 1)P, et
O(Pry1) = ¢(Q) — co(t — 1) = 0. Donc P, existe.
Soit R tel que R' = (n+ 1)P, et ¢(R) = 0. Alors R' = P, donc il existe d € R tel que
R = P,41+d. De plus, 0 = ¢(R) = p(Py+1) + dp(t — 1) = d, donc R = P,41. Ainsi, P41 est
unique.

Par principe de récurrence, (P,) existe et est unique ‘

Q 31. Soit n € N. Notons 1) : tr—>/ ) ds. Pour t € [0,1], Ppyi1(t) = (n+1) </tPn(s) ds—go(w)).
0

t
Donc |Pyy1(t)] < (n+1) (/ |Po(s)| ds + ]cp(lb)]) Comme ¢ est continue, il existe C' > 0 tel que
0
|

Vg e E, |o(9)
D’ott |Pyy1(t)] < (n+ )(IEIIPnHoo + C|%l o)
Or [9(t)] < t||Pulloe, done (|9l < [[Pall -

Ainsi, [Py (D) < (0 + 1)1+ CO) [Pl et | [|Potilloo < (0 + DA+ C) [ Pall

Q 32. D’aprés la question B, pour tout n € N, M < (14 C)m
n+1)! n!

P,
Par récurrence, on obtient que ” n!|°° <SA+O)" Pl =1+C)".
n!
Sof _ P(x) k
oit x € [0,1], posons ap = T On a |ag] < (1 4+ C)". Or, le rayon de convergence de
’ 1
la série entiere E (14 C)*tF est R = —— > 0 (série géométrique). Donc par comparaison,

k>0 1+

‘pour tout t €] — R, R|, S(x,t) ex1ste‘

Pi(@)
k! '
— Pour tout k € N, g est de classe C! sur [0,1], gh = 0 et pour k > 0, g}, : = > tgp_1();

Q 33. Soit t €] — R, R[. Pour tout k € N, posons g : =

— Z gi(z) converge simplement sur [0, 1] (question B2);
k>0

k
t
— Pour tout k > 0, Hng 1+ Ok =R <R> (voir question B2), et comme t €] — R, R,

k
t . .
E (R) converge, donc g gj, converge normalement donc uniformément.
k=0 k>0

D’apres le théoréme de dérivation des séries de fonctions, x — S(x,t) est de classe el sur [0,1]|.

Q 34. Soit t €] — R, R[. Posons h : x + S(z,t). D’aprés la question B3, h est de classe € sur [0,1] et sa
+o0o

dérivée est z — Z tgr—1(x) = th(z). Donc h est solution de h’ = th. Il existe donc a(t) € R tel que
k=1
pour tout x € [0, 1], | h(z) = a(t)e™™|.

Q 35. Soit t €] — R, R|. Pour tout n € N, on pose T}, : © — ng(x) Comme dans la question B3, la série
k=0
Z gr converge normalement sur [0, 1], donc elle converge uniformément. Donc la suite (7},) converge
k>0

Rémi Crétois -11- CCS PSI MATHS?2 - 2025



CCS PSI MATHS2 Corrigé 2025 - Filiére PSI

uniformément vers h. Comme ¢ est continue sur F pour la norme uniforme, p(h) = hrf o(Th).
n—-+0o0
k:
Or, pour tout n € N, ¢(T, Z i (Px) = 1 par définition des P.
k=0

Ainsi, [p(h) =1|
D’apreés la question B4, z +— S(z,t) = z +— a(t)e™, donc 1 = a(t)p(x — e*) en appliquant ¢. Ainsi,

1
o(x > etr) |

at) =

1
Q 36. Pour tout g € €([0,1]), on pose p(g) = / g(t) dt. C’est une forme linéaire sur F par linéarité de
0

1 1
I'intégrale, et pour tout g € E, |p(g)| < / lg(t)] dtg/ 9]l dt = ]lg]|o- Donc ¢ et continue sur
0 0

E. D’apres la question B, ‘la suite (B,,) existe et est unique ‘
D’apres la question B1, pour tout n € N, || Byt <2(n+1) || Byl (C =1).

+oo
B
D’apres la question B2, pour tout = €]0,1[, et pour tout ¢ €] — 1/2,1/2[, S(z,t) = Z l;{:('x)tk
k=0
existe. .
tx ! tx . ;1 sit 7& 0
On a pour tout ¢t €] —1/2,1/2[, a(t) = p(x — ) = | &% dx = i :
0 1 sit#0

D’aprés les questions B4 et B, pour tout t €] — 1/2,1/2[ et tout x € [0,1], S(z,t) = a(t)e™ = g(t).
Autrement dit, pour x € [0,1], g est DSE sur | — 1/2,1/2] et on a pour tout t €] — 1/2,1/2],
+o0
_ N Bz ) k

k=0

Q 37. Soit z,y € R. Montrons par récurrence sur p € N la formule voulue.
T p _ T
— Initialisation : pour p = 0, la somme est nulle, et / O(x—g'yﬂf(o‘*'l)(t) dt = / f(t) dt =
Y : y
* P —t
f(z) — f(y). Ainsi, f(x) = f(y) +/ O(x—gly)f(oﬂ)(t) dt et la formule est vérifiée.

y
— Soit p € N, supposons que la formule est vraie pour p. On fait une intégration par parties sur

P !/
pH) et on dérive fP+D)
p+1

Pintégrale (on primitive P, = (

[ A= ey ap = | Fe T oy |y [T Il S8 o
Bl ey, P Paaty-1)
- G+ [ R

Ainsi, par hypothese de récurrence :

+Z< D) - B 0 w)) - R e

k! (p+1)!
+ Z’jg)?f(”“)(yH /y Pp+1(§9x++1z)/!_t)f ) di
P P Churty—t) o
=)+ 3 (B0 - P+ [T e a
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D’apreés le principe de récurrence, pour tout p € N,

Kl P!

f@) = fp)+ <P’f;f)f(k)( - Py(y >f( )(x)) N /r Mf(pﬂ)(t) di
k=1 ’ Y

Q 38. Fixons z € R et p € N. On applique la forme linéaire ¢ aux fonctions de y dans la formule de la
question B7. On a p(y — f(z)) = f(z)p(y — 1) = f(z), et

(p(yr_}f Z( ) - P;;d ) / Py :c+y )f(p+1)(t) dt)
" Pu(z L Pz +y—1)
=y 1)+ ’;f!)wwf“f)(y))—;f e so(Pk)ﬂo(w [ i)
" Pz TPz +y—1t)
—kzzo kk(, )w(ny(’“)(y)Hw(yH/y ( p!y FI(@) dt)

p T
Ainsi, on obtient | f(x) = Z Pk('x)go(y = f® ) + o <y > / Pp(x—;'y_t)f(p“)(t) dt> !
-0 y :

Q 39. Pour tout g € E, |p(g)| = 19(0)| < |9, donc ‘ ¢ est continue sur E‘
Pour ce ¢, on obtient pour tout n € N, P, = X" : on a bien ¢(P,) =0sin > 0 et p(Fp) =0, et
pour tout n € N*, P! =nP,_;.
La formule de la question B8 donne alors la ‘formule de Taylor avec reste intégral ‘

Q 40. On applique la question B0 & la fonction g :  — f(z + j) qui est de classe € sur R. Pour tout

P
P(x TP r4+y—t
v €R, g(z) = kk(,)tp(y = g™ @) +¢ <y - / Mg(”“)(t) dt)-
— k! y p!
P
. P (0 .
On prend z =0 : f(j) = 2(, )w(ny(’“)(yﬂ)Hw(yH/
k=0 ' y
On pose enfin u =t + j dans 'intégrale :

n-3 A0

k=0

0 Py —1t)
p!

FPD (¢ 4 §) dt).

J Py(y —u+j)

+j p!

oy — & (y+j))+s0(y+—>/y F () du>

Enfin, | f(j) = Z P];;O)go(y s ) (y+3)) — ¢ <y s /J Mf(ﬁ-‘rl)(u) du) i
k=0 Y

+j p!

Q 41. On refait comme dans la question : de méme que dans la question BY, ¢ est continue sur F
avec pour tout g € E, |p(g)] < ||g||oo, donc la suite (E,) existe et est unique. De plus, pour tout

= Ex(x) 1 2

€ [0,1] et tout t €] —1/2,1/2[, Y —=tk = a(t)e', ot a(t) =

= k! oz e®)  14el
too tx
E 2
Ainsi, |Vt €] — 1/2,1/2, Yz € [0,1], E@) e 27 |
= k! 1+et
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2615(1—90)

E
Q 42. Soit z € [0,1]. Alors 1 —z € [0,1] et pour tout ¢t €] — 1/2,1/2], g k(k')tk = 1 -
! e
k=0

207 XN Ep(z),
T4et :Z: e 0

- Ep.(l—=x
Par unicité du développement en série entiere, on a pour tout k € N et tout = € [0, 1], k(k:')

E
(—1)* ];C('x), donc Ej(1—xz) = (—1)*Ej(z). Les polynoémes Ej,(1 — X) et (—1)*Ej(X) ont donc une

infinité de valeurs communes et ils sont égaux : |Vk € N, Ey(1 — X) = (=1)*E,(X) |

Q 43. Soit j,p € N. On applique la question €1 :

D . . i
() = E]Z:(vO) F9 () + g(’“)(y +1) % /”1 Ep(1 . E9) en) () ay
. ’ .

k=0
~ex [N ()) f WG+1) /jH Wf(pﬂ)(t) at

k!
k=0

l\')\}—t

en appliquant la question 2. On obtient bien

i kj ] f( )(j +1) _ /j+1 %Jf(zﬂrl)(ﬂ dt
k=0

p!

| =

Q 44. Soit n € N* et p € N. On applique la question B3 :

SISO SIS ok PAulU RS Al (R B o VAR Uy G Y Gl pTSY
;( 1) f(l)—; kzk 5 ;( 1) 2/1 = FE0() at
—;ije’? < (1)) +an(—1>l*1f(’“)(l + 1))
k=0 " \i=1 =1
n I+1 (_1\p+l
P A L

On remarque que pour [ € [0,n] et t € [I,1 + 1], I = [t], donc (—=1)"PE,(t — 1) = E,(t), ainsi :

n n n+1 j
S =53 <Z<—1)l‘1f(’“)(l) * Z(—l)lf“)(w) iy / B e a

=1 k=0 =1 =2 =1
1€ GRS E
= o3 W)+ (1B 1)) Z [ e ar
k=0 =1
SR -1 1 Q- (k) (D" &ew ®)( 1~ [PME (p+1)
Do Y- = 5 D7 k) 4 S +22/ Ell) g ) |
=1 k=0 k=0 =1

oo oe[INe oo
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