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Préliminaires

0-1 A[X] est non vide; si P et ) sont deux éléments de A[X] on voit que P — Q appartient & A[X]. On en déduit
que (A[X], +) est un sous-groupe de (K[X],+). On vérifie enfin que 1 appartient & A[X] et que A[X] est stable pour
la multiplication. On peut alors conclure que A[X] est un sous-anneau de K[X].

0-2 Le déterminant d’une matrice est un polynome a coeflficients entiers en les coefficients de la matrice. On en
déduit que si P et @ sont deux éléments de A[X] alors Res(P, Q) est un élément de A.

0-3 Ici K = C(X) et A = C[X]. Soit P un élément de C[X][Y], il existe A € C[X], pour 0 < j < n, tels

que P(X,Y) =Y A;(X)Y7, puis en explicitant les polynomes A;, P(X,Y) = Z Z a; ;X"Y7. On a alors la forme
7j=1 j=11i=
souhaitée.

On suppose que P(X,Y) = > a;; X'Y7 = > b;;X?Y7. On a alors larelation > (3 (a;;—b; ;) X")Y7 =0, ce
1,520 1,520 ) Jj=20 320 .
qui entraine, par unicité de I’écriture des éléments de K[Y] dans la base (Y7)en : pour tout j € N, > (a; ;—b; ;) X" =
i>0
0. On en déduit (en utilisant le méme argument dans C[X]) que, pour tous 4,5 > 0, a; ; = b; ;. On en conclut que P
s’écrit de fagon unique sous la forme proposée.

Enfin, si P # 0, {i + j| a;; # 0} est un sous-ensemble fini,non vide, de N, il admet donc un plud grand élément
d(P).

I La propriété fondamentale du résultant

I-1 On suppose P A @ # 1. En appelant A le PGCD de P et Q, on a P = AP; et Q = AQ;. On voit alors que
le couple (@1, P1) vérifie les relations demandées.

deg A < deg @ et deg B < deg P
AP = BQ

P divise AP et donc également BQ. Or, si P est premier avec @, le théoréeme de Gauss permet d’affirmer que P
divise B. Cela n’est pas possible car B est non nul et de degré strictement inférieur au degré de P. On en déduit que

PAQ#1L.

Réciproquement on suppose qu’il existe A et B non nuls vérifiant { . Le polynoéme

I-2-a (1, X, ..., X9) est clairement une base de K[X]q4; Vespace est donc de dimension d + 1.

I-2-b On a clairement f((A, B) + A(C, D)) = f(A+ XC,B+ AD) = f(A, B) + A\f(C, D) en utilisant les régles de
calcul dans K[X]. On considére la famille B = ((1,0), (X,0),..., (X™~1,0),(0,1), (0, X), ..., (0, X"~1)), il est facile
de montrer que c’est une base de K[X],,—1 x K[X],—1 (par exemple en remarquant qu’elle est libre et de cardinal
m+mn). On considére ensuite B’ la base canonique de K[X],4n—1. On vérifie enfin que la matrice de f dans les bases
B et B’ est la transposée de la matrice résultante de 1’énoncé.

I-3 On suppose P A Q = 1. Soit (A, B) € Ker f. On a alors AP = —BQ avec deg A < m et deg B < n. La
question 1 permet d’affirmer que A =0 ou B = 0. Mais si A =0, alors BQ = 0 puis B =0 (car @ # 0 et K[X] est
intégre). On fait de méme si B = 0. Finalement on obtient ker f = {(0,0)}, c’est-a-dire f est injective. On en déduit
que f est un isomorphisme entre les deux espaces vectoriels de dimension m +n, K[X],—1 X K[X]n—1 et K[X]m4n—1,
puis que le déterminant de la matrice de f dans les bases B et B’ est non nul. On a donc montré que Resk (P, Q) # 0.

Réciproquement on suppose que Resk (P, Q) # 0. On en déduit que f est injective. La question 1 prouve alors
que P et Q sont premiers entre eux.

)= > A" X,
i=0 =0

I-4 Pour A #0, on a \"P(X) = 3. A" "a; X" et A" Q)

T

Dans le calcul du résultant Resc ()\"P( ), X”Q( )) il faut donc remplacer, pour tous i, j, a; par A" "‘a; et b;
par A™7b;.

La matrice résultante de )\"P( ), X”Q( ) se déduit donc de celle de P,(Q par les opérations élémentaires
suivantes :
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— pour 1 < i < m, multiplication de la ligne ¢ par A» T~ ;
— pour 1 < i < m, multiplication de la ligne m + 4 par A™+i—1 ;
— pour 1 < j < m+n, division de la colonne j par A1,

Le résultant est donc multiplié par An T+ +- - - +(ndm=1) ; ymt(m+1)+. .. +min=1) of divisé par \OT1F-- - F(m+n—1)
soit au total multiplié par A™".

IT Une courbe unicursale

=11+t
y=t34 2t
de RIX]: P(T)=T*+T —xz et Q(T) = T3 +2T? —y. Ces deux polynémes admettent ¢ comme racine commune, on
en déduit qu’ils ne sont pas premiers entre eux et que Resg(P, Q) = 0.

Soit (z,y) un point de 'arc paramétré. Alors il existe t € R tel que { On considere les polynémes

—x 1 1 0 0
0O —x 1 1 0
On a Resg(P,Q)=1 0 0 —z 1 1|=—2’+y?—ay+222—y
-y 0 2 10
0O -y 0 2 1

On en déduit que —23 + 92 — zy + 222 — y = 0 est une équation cartésienne de la courbe.
Y Y Y

Réciproquement, soit (z,y) un point vérifiant —a3+1y? —xy+222—y = 0. Les polynomes P(T) et Q(T') précédents
ne sont pas premiers entre eux donc admettent un diviseur commun A(7") non constant. A(T') est aussi un diviseur
de Q(T) —TP(T) = (x — 1)T 4 (x — y) donc si (z,y) # (1,1) alors deg(A) = 1, A admet une racine t € R et 'on a
P(t) = Q(t) = 0 donc le point (z,y) est sur la courbe. Si (x,y) = (1,1) alors t = (—1 £ 1/5)/2 est racine commune &
P(T) et Q(T) donc le point (1, 1) est aussi sur la courbe.

III Entiers algébriques

ny—1 ) no—1
III-1 On a P(Y) = > a;Y'"+Y"™" et Po(Y) = b; Y7 + Y7 (les a; et les b; étant des éléments de Z).
i=0 j=0
ny—1 ) ny—1 )
On obtient Pi(X —=Y) = (X -Y)" 4+ > a(X -Y) = X" + 5 Bi(X)Y"+ (=1)"Y"™ avec, pour 0 < i <
i=0 i=0

i=
n1 — 1, Bi(X) élément de Z[X] et deg(B;) < n1. On en déduit que Resgx)(Pi(X —Y), Px(Y)) est un élément
de Z[X]. Si M est la matrice résultante les éléments de ses no premieéres lignes sont dans Z[X] et ceux des nq
dernieres lignes sont dans Z. Les seuls éléments de degré n; sont situés sur la diagonale de M. De 'expression
det M = > €(0)m1601)- - Mmsn,o(mtn), o0 déduit que Resgx)(Pi(X —Y), Pa(Y)) est de degré au plus nins.
0ESmin
De plus pour ;VOiI‘ un terme de degré nins, il faut nécessairement prendre les ny premiers termes sur la diagonale,
c’est-a-dire imposer o (i) = i pour tout 1 < i < ny. On voit qu’ensuite, pour n’avoir aucun terme nul dans le produit,

il faut, pour tout ng + 1 < i < na 4+ ny, o(i) < i. Seul o = id vérifie les conditions imposées, et on vérifie facilement
ni+nsz
que [[ my,; est unitaire de degré nins.
i=1

De plus Resg(x)(Pi(X —Y), Po(Y))(21 + 22) = Resq(Pi(z1 + 22 — Y), P2(Y)). Ce dernier résultant est nul car
les deux polynoémes Pi(z1 + 22 — Y) et Po(Y) admettent z2 comme racine commune et ils ne sont donc pas premiers
entre eux.

On déduit des deux résultats précédents que z; + 2o est un entier algébrique.

ITI-2 11 est clair que 1 est élément de O car il est annulé par le polynéme X — 1. De plus si P; annule z;, alors
Q(X) = (—1)" P1(—X) est unitaire et annule —z;. On déduit de ces deux propriétés et de la question précédente
que O est un sous-groupe de C. Pour montrer que c¢’est un sous-anneau il suffit de prouver que O est stable pour la
multiplication.

Soit 21 et 22 éléments de C*. On suppose qu’il existe P et () éléments non nuls de Z[X] tels que P(z1) = Q(z2) = 0.
Quitte & factoriser par une puissance de X, on peut supposer P(0) # 0 et Q(0) # 0. On écrit P(X) = > a; X" et
i=0

QX) = b; X7 et on calcule Resg(x)(P(XY),Q(Y)). On montre, de la méme fagon qu’a la question précédente que
3=0
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ce résultant est un élément de Z[X], de coefficient dominant (—1)™"ab7. De plus ce polynéme annule le quotient 2—1
car les polynomes P(%Y) et Q(Y) admettent zo comme racine commune. On suppose maintenant que z1 et zo sont

des éléments algébriques (non nuls) annulés par P; et P». En divisant la relation Py(z2) = 0 par z5? on fait apparaitre
un polynoéme @) de Z[X], annulant 1/z5, et de terme constant égal a 1. Enfin (—1)"1"2 Resqx)(P1(XY),Q(Y)) donne
un élément de Z[X], unitaire de degré ning, annulant le produit z1 5.

IV Equations algébriques : le théoréme de Bézout faible.

IV-1 On applique 'algorithme d’Euclide & P1 et 1. On obtient successivement P; = (XY +1)Q; +(—X?Y — X),

puis Q1 = (—X?%Y — X)(_TlY + Ylg) + (X + ) On en déduit P; et Q1 sont premiers entre eux dans C(X)[Y]. X

est un facteur commun non constant aux polynomes X et X2. On déduit de ces résultats que P; et Q vérifient (Cy)
mais pas (Cs).

1l est clair que P» et Q2 vérifient (C3). En appliquant ’algorithme d’Euclide on montre qu’ils vérifient également

(Ch).
P5 divise Q3 donc les polynémes ne vérifient pas (C7). En revanche on voit qu’ils vérifient (Cs).

IV-2-a On suppose que P et @ vérifient (C7). Donc, d’aprés le théoreme de Bézout, il existe Fy, ..., F, et
p .
Go, ...,Gy éléments de C(X) tels que : (> F;(X)Y")P(X,Y) + Z G;(X)Y")Q(X,Y) = 1. En multipliant cette
i=0

égalité par M le PPCM des dénominateurs des fractions Fy, .. GO, ..., G4 on obtient une relation de la forme
AP+ BQ = C avec A, B € C[X][Y] et C € C[X].

IV-2-b On suppose que P et @) vérifient (Cl) et (C3). Soit (21, 22) solution du systéme. On a alors C(z1) = 0.
Or le polynéme C est non nul, il n’y a donc qu’un nombre fini de valeurs de z; possibles. Fixons un tel z;. On a

P(z,Y Z Pi(z1)Y' et Q(z1,Y Z Q;(z1)Y7. L'un au moins de ces deux éléments de C[Y] n’est pas nul car

sinon X — z1 d1v1sera1t lesn+m+2 polynomes Py, ..., Py, Qo, ..., Qm, ce qui contredirait (Cs2). Finalement pour
cette valeur de z; Il n’y a qu’un nombre fini de 2o tel que P(z1, 22) = Q(21,22) = 0. On en déduit que le systeme n’a
qu’un nombre fini de solutions.

)
On suppose que P et @ ne vérifient pas (Cq). I existe R(X, Y) = Z Ri(X)Y* non constant dans C(X)[Y]

diviseur commun & P et Q). Soit z; € C non racine de 'un des R;, 1 < p R(zl, Y) est un élément non constant de
C[Y]. 1l existe au moins un élément z5 tel que R(z1,22) = 0. On en dedult qu’il existe une infinité de couples (z1, 23)
solutions du systeme.

On suppose que P et Q ne vérifient pas (C3). Il existe a € C tel que X — « divise les n + m + 2 polyndmes
Py, ..., Pn,Qo, ..., Qm. On voit alors que, pour tout z € C, P(«, z) = Q(«, z) = 0 et donc que le systéme admet une
infinité de solutions.

IV-3 Soit Z ap X*Y"* la somme des termes de degré n dans P(X,Y) et Z b X*Y™=F la somme des termes

k=
de degré m dans Q(X Y). On pose Z = X + AY ou A € C est a déterminer. Sment Py, Q1 les polynomes définis par
P(Z,Y)=P(X+ XY, Y)et Q1(Z,Y) =Q(X +XY,Y). On a de maniére évidente d(P1) < n, d(Q1) < m. De plus, le

n m
terme en Y™ dans P est égal & > apAFY"™ = Py(A\)Y™ et celui en Y™ dans @ est égal & > bpAFY™ = Q2(\)Y
k=0 k=0
11 suffit donc de choisir A non racine de P> ni ()2 ce qui est possible car ces polynémes sont non nuls.

IV-4 On a R(z) = Resc(P(z,Y),Q(z,Y)). D’aprés I-4 on a Zgi) = Resc (zl P(z,2Y), mQ(z, zY).

n .
Or ZLnP(z, 2Y) = %ﬁPi(z)Yz. Chaque P; étant de degré inférieur ou égal & n — i, et donc, pour tout
i=
0<i<n, %Pi(z) admet une limite (égale au coefficient de degré n —i de P;) quand |z| tend vers +oco. On procede
de méme pour ZLmQ(z, 2Y’) et on en déduit que tous les éléments de la matrice résultante ont une limite quand |z|

tend vers +0o0. On en conclut, par continuité du déterminant, que Resc(ZLnP(z, 2Y), ZLmQ(z, 2Y")) admet une limite
finie quand |z| tend vers +oo.

IV-5 P et Q vérifiant (C1) et (C2), le systéme en (z,y) : P(z,y) = Q(x,y) = 0 a un nombre fini de solutions. Si
I'on transforme P et @ en P; et @1 comme au I'V-3 le systéme transformé a aussi un nombre fini de solutions donc
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Py et @y vérifient aussi (C1). En particulier, le polynéme Ri(Z) = Resc(z)(P1(Z,Y),Q1(Z,Y)) est non nul et de
degré au plus mn d’apres la question précédente. Considérons u € C tel que le systéme en v : Py(u,v) = Q1(u,v) =0
admette k solutions vy, ..., vg. On démontre que u est racine d’ordre k de R1(Z) ce qui suffit & prouver que le systéme
en (z,y) : Pi(z,y) = Q1(z,y) =0 a au plus mn solutions.

On consideére 'application :

COY]m-1xC(D)[Y]n-1 — CO[Y]mtn-1

fl(Z):{ (A,B) +—— AP, +BOQ,

dont la matrice dans les bases canoniques de C(Z)[Y]m-1 X C(Z)[Y]n-1 et C(Z)[Y]m+n—1 est la transposée de la
matrice résultante de P (Z,Y), Q1(Z,Y) considérés comme des polyndémes en Y & coefficients dans C(Z).
Soit S(Y) = (Y —v1)...(Y —vg), on prend comme nouvelle base de C(Z)[Y],n4+n—1 la famille :

B=(1,Y,...,. Ykl s ys, . ymtr-k-lgy

La matrice de f; dans la base canonique de C(Z)[Y];n—1 X C(Z)[Y]n-1 et la base B est la matrice dans B de la famille
de polynémes en Y & coefficients dans C(Z) :

F(Z)=(P,YP,...,Y" ' 'P,Q1,YQ1,....Y"'Qy).

On a donc R1(Z) = adetg(F(Z)) o a € C* est le déterminant de la base canonique de C(Z)[Y]min—1 dans B.
Par hypotheése Pi(u,Y) et Q1(u,Y) sont divisibles par S(Y') donc les k premiéres coordonnées dans B des polynémes
constituant F(Z) sont des polynémes en Z nuls en u et donc divisibles par Z — u. Les k premiéres colonnes de
matz(F(Z)) étant divisibles par Z — u, le déterminant est divisible par (Z — u)* comme annoncé.

IV-6 On prend les polynémes P(X,Y) = XY? + X 4+ 1 et Q(X,Y) = X?Y? 4+ XV, Les solutions du systéme
P(z1,22) = Q(z1,22) = 0 sont les couples (—1,0), (j, —j) et (j, —j). Les polyndémes P et Q satisfont (C1) et (Cs) et
pourtant le systéme n’a pas d(P)d(Q) (= 6) solutions.



