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Exercice 1
Soit f:m = (x1,...,2,) ER" — Ze’”f.
j=1

1. La fonction f est de classe C' sur R™ comme somme de fonctions de classe C*. Dans ce cas, une condition nécessaire
d’existence d’un extremum local est I’existence d’un point crtitique.

0
Or pour tout m = (z1,...,2,) € R" et 7 € [1,n], —f(m) = e £ 0, donc la différentielle de f ne s’annule jamais,

ox;

il n’y a pas de point critique, donc pas d’extremum local.
2. lim f(«,0,...,0) = 400 donc f n’est pas majorée.
T—+00
3. La fonction f est clairement positive donc posséde une borne inférieure.

De plus, f est minorée par 0 et lim f(x,z,...,z) =0 donc inf f = 0.
T——00 R

4. g est linéaire donc sa différentielle est elle-méme en tout point, donc pour tout m € H, dg(m) # 0. Alors d’apres le
cours, si f admet un extremum local sur H en un point m, la différentielle de f en m est colinéaire a celle de g en
m, ce qui est équivalent & dire que les vecteurs gradients en m sont colinéaires.

et 1
En m = (x1,...,2,) € H, le vecteur gradient de f est Vf(m)=| : | et celui de g est Vg(m) =
e’n 1
Donc si les deux vecteurs sont colinéaires, alors €”' = ... =¢e" =t >0donc z1 = ... =z, = Int. Or m € H donc
n
ij =nlnt =0 donc m = (0,...,0).
j=1
Conclusion : le seul point ou f peut admettre un extremum local sur H est l’origine (0, ...,0).

5. La dérivée seconde de la fonction exp est elle-méme, donc est strictement positive sur R, donc exp est une fonction
convexe sur R. En particulier, sa courbe est au-dessus de ses tangentes, en particulier celle en 0 d’équation y = 1 +4¢.
Donc pour tout ¢t € R, e' > 1+ ¢.

6. Pour tout m = (x1,...,2,) € H, f(m) :Ze”’j > Z(l—i—xj) :n—l—ij =ncarm € H. Or f(0) = n, donc on
j=1 j=1 j=1

a montré : pour tout m € H, f(m) > f(0). Ceci prouve que f posséde un minimum global sur H, atteint en 0, qui
vaut n.

Exercice 2

1. Pour tout (A, B) € C[X]?, si B # 0, alors

A=BQ+R

deg(R) < deg(B)

2. X"-1=X"-X)4(X-1)=1x (X" —-X)+ (X —1) et comme deg(X — 1) =1 < deg(X"™ — X) = n, donc le
quotient de la division euclidienne de A par B est 1 et le reste est X — 1.

3. D’aprés lalgorithme d’Euclide, pged(4, B) = pged(B, X —1) = X — 1 car X — 1 divise B

2ikm
4. Les racines de A sont les racines n-émes de I'unité : les complexes e n  pour k € [1,n].

pour tout P € C[X], il existe un unique couple (Q, R) € C[X]? tel que {

B = X(X""! —1) donc les racines de B sont les racines n — 1-émes de 1'unité et 0.
2ikm
Dans la suite, on pose donc zp =en—1 pour k € [1,n — 1] et z, = 0.

3k 3k 3k 3k 5k k

5. Soit (P, P;) € E? et A € C.
On effectue trois divisions euclidiennes :

AP, = BQ1 + Ry et degR1 <n=degB
APy = BQs + Ry et deg Ry < n=degB
A(Py + AP;) = BQ3 + Rz et deg Ry <n =degB

Donc on obtient A(P; + AP;) = BQ3 + Rs = B(Q1 + AQ2) + (R1 + AR2) et deg R3 < n, deg(Ry + AR2) <n :on a
donc deux divisions euclidiennes de A(P; + APs).
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11.

12.

13.

14.

Par unicité de celle-ci, on en déduit en particulier que R3 = Ry + ARa, c’est-a-dire f(P; + AP2) = f(Py) + Af(P2).
Ceci prouve la linéarite de f. De plus, pour tout P € E, deg f(P) < deg B =n donc f(P) € E. Au total, f est un
endomorphisme de F.

. Pourk € [0,n — 2], AX* = X"TF X% = XF(X" - X)+ X 1 - X*: comme deg(X* ™! —X*) = k+1 < n—1 < deg B,

on en déduit que f(X*) = X*+1 — x*,
De méme,
Aanl _ anl(Xn —X) 4L X" _anl
= X" X" - X))+ (X" -X)- X"t X
= (X" DET = X) 4 (X4 X)

Comme deg(—X" "' + X) =n — 1 < deg B, on en déduit que f(X" ') = —-X" + X.

-1 0—0 0

1 -1 0 0 1

0 1 -1 0 0

M= \\ ‘
0

0——0 1 -1

. Il est alors évident que tr(M) = —n.

Etude du noyau et de I’image de f

La suite d’opérations élémentaires Lo < Lo + Ly, L3 < L3+ Lo, ..., L, < L, + L, (dans cet ordre) transforme
M en une matrice équivalente (= de méme rang) :

-1 0 0 0
0 -1 0 0 1
0 0 -1 0 1

M ~

NSNS

0O——0 0 -0

et on voit parfaitement que cette derniére matrice est de rang n — 1, puisqu’elle est triangulaire supérieure de
diagonale (—1,...,—1,0), donc rg(M) =n — 1.

E =vect(1,X,..., X" ") donc par linéarité de f, Im(f) = f(E) = vect(f(1), f(X),..., fF(X"™1)).

Comme la famille (f(1), f(X),..., f(X" 1)) est de rang n — 1, un des vecteurs peut étre supprimé sans changer le
sous-espace engendré. Or les n — 1 premiers vecteurs sont linéairement indépendants, puisqu’ils forment une famille
de polynémes étagés en degré, donc Im(f) = vect(f(1), f(X),..., fF(X"?)), donc (f(1), f(X),..., f(X"?)) est une
base de Im(f).

Dapreés le théoréme du rang, dim Ker(f) = dim E —rg(f) =n — (n — 1) = 1 : Ker(f) est une droite vectorielle. Une
base de Ker(f) est donc formée d’un seul vecteur.

n—1
Or il est facile de vérifier que le polynéme S = Z X7 appartient & f en effectuant le produit matriciel de M avec
j=1
0
1
la matrice-colonne des coordonnées de S dans la base canonique.
1

Donc une base de Ker(f) est (.9).

Pour tout P € E, il existe Q € C[X] tel que AP = BQ+ f(P), or A et B ont pour racine commune 1, donc en évaluant
en 1 cette égalité polynomiale, on obtient f(P)(1) = 0, autrement dit X — 1 divise f(P) donc f(P) = (X — 1)U ou
U e C,—2[X] (car deg P < n —1).

Ceci prouve l'inclusion Im(f) C {(X = 1)P | P € C,,_2[X]}.

Or lensemble de droite est aussi un sous-espace vectoriel de dimension n — 1, car il est isomorphe a C, _2[X] via
Papplication linéaire P — (X — 1)P.

Donc par égalité des dimensions, Im(f) = {(X — 1)P | P € C,,_2[X]}.

Im(f) est un hyperplan de E et S n’est pas un vecteur de Im(f), donc E = Im(f) @ vect(S) = Im(f) ® Ker(f).



Eléments propres de f

B n
Soit j € [1,n]. On note P; le polynome de E défini par P; = e = H(X —zi) et R; = f(Pj).
—Zj =
k#j
15. B posséde n racines distinctes, donc les racines de P; sont toutes différentes de z;.
16. Par définition de Rj, il existe Q; € C[X] tel que AP; = BQ; + R; donc AP; = (X — 2;)Q;P; + R; donc P; divise
R; : les racines de P; sont toutes raciens de R;.
17. On vient de montrer que P; divise R;, donc il existe U; € C[X] tel que R; = U;P; donc deg R; = degU; +deg P; =
degU; +n — 1. Or deg R; < n — 1, donc il vient degU; < 0 : le polynéme U; est un polynéme constant qu’on note
Aj.
On a donc montré Pexistence de \; € C tel que f(P;) = A\;jP; : P; est donc un vecteur propre de f puisque P; # 0
et \; est la valeur propre associée.
18. On reprend l’égalité polynomiale précédente : AP; = (X — z;)Q; P; + A\; P; et on évalue en z;.
On obtient A(z;)P;(z;) = A\jPj(2;), or Pj(z;) # 0 donc A(z;) = ;.
19. On en déduit que \; = A(z;) = 2z — 1 = 2; — 1 car z; est racine de B donc vérifie I'égalité 2} — z; = 0.
En particulier, \,, = —1 (et aussi /\n—1 =0 car z,_1 = 1).
20. Les racines de B sont distinctes donc f posséde n valeurs propres distinctes. Comme FE est de dimension n, on en
déduit que f est diagonalisable.
21. f est diagonalisable donc sa trace est la somme de ses valeurs propres (comptées selon leur multiplicité). Donc
n
UL SCEHED O
j=1 j=1
Or parml les zj, I'un est nul et les autres sont les n — 1 racines n — 1-émes de 'unité avec n —1 > 2 donc leur somme
est nulle, donc on retrouve tr(f) = —n.
22. f est diagonalisable donc xj = H H —zj +1).
j=1 j=1
n n n
Done x5 = [[(X+1)—2) =BX+1)=(X+1)"— (X +1)= > (k)X’“Jr (n—1)X.
j=1 k=2
23. L’endomorphisme induit par f dans Im(f) a pour valeurs propres les valeurs propres non nulles de f car Im(f) et

Ker(f) (le sous-espace propre pour la valeur propre 0) sont supplémentaires. Son déterminant est donc le produit

n—2
X+1)"—(X+1
H Aj X A, qui est le produit des racines non nulles de xy, c’est-a-dire celles de X X+1) e (X + )
j=1
X+1)" - (X+1) heo ()X (n=D)X S (0 e
= = X —1).
Or e e Z i +(n—-1)
k=2
Donc le produit des racines de ce polynome unitaire est (—1)""*(n — 1) H Aj X Ap.
Exercice 3
Questions préliminaires
1
1. C’est du cours : t — T—¢ est développable en série entiére sur | — 1,1[ uniquement et —— Zt” quand
e]-1,1[
2. La série entiere Z(n + 1)t" est la série dérivée de la série entiére Z "t = Z t" donc d’aprés le cours, ces deux
n=0 n=0 n>1
séries entiéres ont le méme rayon de convergence, qui vaut 1.
= d (& d (1 1

De plus, pour tout t € | — 1, 1], nz:;)(n+1)t =% <nz_:1t ) =% (1—1& — 1) = a—or

3. Réponse (d).
. b—a b—a b R 3} .
4. lim Z fla+k = f (on reconnait le résultat sur les sommes de Riemann).
n a

k=1

%k 3k 3k 3k 3k k
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12.
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n—1 /
]{72
. On reconnait une somme de Riemann : — E (1 — > pour la fonction continue ¢ — (1 — %)
n

Représentation graphique de Es :

donc G(2) =
1 /2 /2 /2 9 9 /2
. Jz/ (1—t2)1/2dt:/ (1 — sin? u)l/zcosuduz/ coszudu:/ Mduzz {Sm( u)]
o 0 0 0 2 4 4 w=0
d =2,
onc J 1

Les points de E,, ont des ordonnées entiéres comprises entre 0 et n : pour k € [0, n], sur la droite d’équation y = k,
les points (z, k) de E,, vérifient les deux conditions x € N et 22 + k% < n?, Cest-a-dire 0 < z < V/n? — k2.

Dans le segment [0, vVn?— kQ}, il y a [v/n?— k2| 4+ 1 entiers naturels, donc sur la droite d’équation y = kil y a
exactement |v/n? — k2] + 1 points dans F,
n

On fait varier k de 0 & n et on additionne : on obtient le nombre de points de E,,. Donc G(n Z (L\/ n? — k2] + 1)
k=0
1/2

sur le segment
n2

k=0
[0,1].
D’aprés le rappel précédent et le calcul de I'intégrale ci-dessus, on obtient

n—1 1/2 1

1 k2 T
lim — 1— = = 1—t)2dt = —
Jm (-] = [a-n

k=0

n—1 n—1 1/2
1 k2 T
. Pour n e N*, 5, = E Vn2 —k2=n%x - E (1 — 2) ~ nQZ d’aprés la question précédente.
n n
k=0

n——+oo
k=0

G(n):zn:(L\/nQ—k;?J-i-l):n—|—1+zn:b/ kQJ—n—i—l—&—Z 2] (le terme pour k = n est nul).

k=0
Or pour tout keo,n—1], vVn?—k2—-1< \/712 —k?] < \/712 — k2 donc en additionnant les inégalités, on obtient

S, —n< Z\/ — k2] < S,,donc S, +1 < G(n) < Sp+n+1

™ ™
D’aprés la question précédente, S, ~ n?=,orn= o(n2) donc S, +n+1 ~ n?=
n——+oo 4 n——+4oo 4

0

donc par encadrement, G(n) ~ n*>

n—-+oo 4
La fonction G est clairement croissante (plus le rayon x est grand, plus le quart de cercle est grand donc plus il
contient de points & coordonnées entiéres).
G(n+

Donc pour tout z > 0, G(n) < G(z) < 1) en posant n = |z]. On sait que x ~ n.

n—-+o0o

D’aprés la question précédente, G(n) ~ n2Z ~(n + 1) — ~G(n+ 1) donc par encadrement, G(x) ~ n2Z 2l

4 4 T—~+00 4 4
Pour tout n € N, |a,| < 1 donc |a,t"| < [¢|*. Donc si |t| < 1, la série Z [t|™ converge donc par comparaison de
séries & termes positifs, la série Z |a,t™| converge absolument. Donc le rayon de convergence R de la série Z Qnt"™
est au moins égal a 1.
Pour t = 1, la série Z an diverge grossiérement puisqu’il y a une infinité de carrés dans N.
Conclusion : R = 1.

Pour [t| < 1, la série entiére Z a,t"™ converge absolument donc par produit de Cauchy,
+oo n
2= Z b,t"™ ou b, = Zakan_k.
n=0 k=0

Puis la série entiére Z t" converge absolument aussi, donc de méme, g(t) = Z cpt” ol ¢, = Z by

Zbk S ST oL SN o (sz) -y (ka>

k=0 ¢=0 £=0 k=t £=0 £=0 k=0



14.

n—~_ n—j
Quand ¢ n’est pas un carré, le terme ay Z ay, est nul, donc b, = Z Z ak
k=0 0<ji<ym \ k=0
n7j2
Or Z ay est le nombre de carrés parmi 0,1,...,n — j2, c’est-a-dire b, = Z 1
k=0 0<i<y/n—j2
Donc b, = Z 1= Z 1=G(V/n).
0<i,j (i,§)EN?
0<5%<n i24+52<n
0<i?<n—j52
Un équivalent de g
D’aprés la question 11, G(v/n) ~ nT o~ (n+ 1)I donc G(v/n) — (n + 1)E = o(n+1)
? n——+oo 4 n—-+oo 4’ 4 n—-+o0o

donc pour tout € > 0, il existe un rang ng tel que pour tout n

2 no,

G(v/n) — %(n—kl)‘ <eln+1)

15.

Soit € > 0.

G(v/n) — g(n + 1)‘ <eln+1).

La question précédente donne un rang ng tel que pour tout n > ng,
- “+o0 “+o0
Or pour tout ¢ € [0,1], |g(¢t) — 1 7;}(nJr nt"| = 7;) (G(\/ﬁ) 1 (n +1) ) Z ‘G
Donc
- +o0 no—1 .
g(t)—zz%(n—i—l)t” < 0 G(vn) = 3 (n+1) t”+Z‘G ——n+ |t
n= n= n=ngo
ng—1 - +oo
< G(vyn)——=n+1|+ e(n+ 1)t
; (Vn) = 7(n+1) n;() (n+1)
ng—1 T +oo
< G(vn)——=n+1)|+ e(n+1)t
; (Vn) = 7 (n+1) 7;) (n+1)
no—1
=S latm) = T4 )] 4 et
P 4 (1—1)2
no— 1
K= Z ‘ - f(n + 1)‘ est une constante et hm o = +oo donc
- (1-1)?
1
il existe @ > 0 tel que pour tout ¢t € |1 — a, 1[, K < 5(1 NE
T 1 1
donc pour tout t € }1—(171[, g(t)_Z(l—t)Q gQEm
On a montré :
Ve>0 FJa>0 Vte]l—a,l] (t)—z 1 <2 !
c B A TR ) I
1 1 s 1

ce qui signifie que g(t) —

I

(1—t)2t510<(1—t>2

), c’est-a-dire g(t) t—:\i, ZW

FIN




