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 es candidats sont riés de mentionner de façon apparente sur la premiere page de 

L'knoncd de cette kpreuve, commune a u  candidats des options M et P', comporte 3 pages. 

copù :  PREUVE 
PRATIQUE DE MATH i MATIQUES. 

L'objectif de ce probl8me est 1'Ctude de la fonction [ (dite fonction zêta de Riemann) 
= -  

1 
définie, pour x smctement sup6rieur A 1, par la relation : [(x) = c- "X . 

I l  n=l  
La première partie est consade l'étude globale de cette fonction [ ; la deuxihe partie 

aux calculs de valeurs numériques de c(x) au voisinage de 1 en faisant appel & une m6thode 
d'accélération de convergence. Enfin, la troisikme partie pdcise le comportement asymptotique 
de 6 au voisinage de 1. 

Dans tout le problkme, N et n désignent des entiers supérieurs ou Cgaux A 1. 

Premiere partie 

Désignons par fn, SN et RN les trois fonctions dCfinies par les relations : 

Les deux premi8res fonctions sont ddfinies sur IR ; la fonction RN est definie lorsque la 
série de terme gCnéd fn(X) est convergente. 

1' ) Dt?montrer que la drie de terme génCd fn(X) est convergente dans l'intervalle 1 = 11 , a[. 
Prouver que les trois sCries de fonctions de termes gCnCraux respectifs fn * f i  et sont 
uniformément convergentes sur tout intervalle [a * -[ contenu dans 1. 
Est-ce qu'il y a convergence uniforme pour ces trois dries de fonctions dans 1 ? 
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Par d6finition, c est la fonction somme de la &rie de fonctions de terme gCnCral fn : 
0 0 -  

pour tout de l  x de 1 : 

29 a. 

b. 

C. 

3') a. 

b. 

II n=l 

Démontrer que la fonction est de classe C2 sur l'intervalle 1 et donner les signes 
de 5' et de y. 

DCmontrer, pour tout de l  x de l'intervalle 1 et pour tout entier N (de N*), 
l'encadrement : 

1 
(x-1) Nx-l . 

En déduire un encadrement de c(x) valable pour tout entier N. 

RN(x) 
1 

(x-1) (N+l)X-l 

Étudier les limites de c(x) lorsque x tend vers 1 dans 1 et lorsque x croît inddfini- 
ment ; donner un &pivalent de c(x) lorsque x tend vers 1. 

En utilisant notamment l'encadrement précddent, calculer à 10-6 pr&s les nombres 
U4)' c($, C(3). 

Tracer la courbe repdsentative de la fonction c. 

Deuxième partie 

Les rdsultats obtenus précédemment ne permettent pas un calcul p k i s  et rapide de c(x) 
pour des valeurs de x voisines de 1. L'objectif de cette partie est de proposer, pour de telles 
valeurs, une méthode d'accélération de convergence. Étant donné un r k l  x et un entier n smc- 
tement supérieurs à 1, désignons par (pn la fonction uOcpn(u) définie sur l'intervalle [O , 31 par 

la relation : 

1 

1 19 a. Démontrer que la fonction q n  est de classe @" sur l'intervalle [O , 31 ; calculer 

qn(O>, &(O) et cP;;(O). 

b. Wmontrer, pour tout entier n > 1 et pour tout del  x de 1, la relation : 
n+1/2 
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c. Emontrer l'encadrement : 

d. Soient x un r k l  et N un entier strictement supdrieurs B 1 ; en utilisant la question 
l'a. pdddente, dCmontrer la double inkgalid : 

1 X 
-RN(x) ' 24 (N-l)X+l s 

24 (N+2)X+1 (~-l)(N$)~-l 

X 

2") En utilisant les r6sultats prCc&ents, calculer B 10-6 pr8s les nombres c(l.1). c(l.01) et 

C( 1,005). 

Troisieme partie 

1") On considère la suite (gn)nE N* des fonctions dCfmies sur ]O , -[ par la relation : 

1 1  1 
2x 3x nx Sn(X)= 1 +-+-+ ... +- . Sn est la fonction ddfinie sur ]O , O[ : 

a. Démontrer que cette suite (gn) nE N* est convergente sur l'intervalle 10.4. Soit g 
la fonction limite. M i s e r  la restriction de la fonction g B l'intervalle 1 = ] 1, -[. 

b. En utilisant un encadrement de la fonction gn+p - gn (où PE N*), dkmontrer, pour 
tout x strictement positif et pour tout entier n de N*, la relation : 

1 
nx -- S g(x) - gn(x) 5 O . 

c. Établir que g est continue sur ]O, -[. 

2") DCmontrer que l'expression c(x) - - admet une limite Cgale B g( 1) lorsque x tend vers 

1 par valeurs sup6rieures. 
x-1 

FIN DU PROBL~ME 


