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Therne du problème : cercles tangents (g&ml&rie plane). 
Tous les cercles donnés ont un rayon non nul. 

PREM@RE PARTIE 

A 

Cercles dont la distance des centres égale la somme des rayons. 

On considère deux cercles VA et ‘?Yu de centres respectifs A et B. de rayons respectifs rl et r, tels que 

Démontrer que ces cercles ont un seul point commun K, situ6 sur le se-ment [ABI. et que. hormis le 

Montrer que VA et eB admettent en K la même tangente. 
On dit que de tels cercles sont tangents extérieurement, ou que le contact de ces cercles tangents est cxtti- 

AB= rl + r , .  

point K, tout point de l’un des cercles est extérieur au disque déterminé par l‘autre. 

rieur. 

B 

Cercles dont la distance des centres égale la valeur absolue de la différence des rayons. 

On considère deux cercles y.\ et VB de centres respectifs A et B. de rayons respectifs distincts ri et r2 tels 

Démontrer que ces cercles ont un seul point commun K. situé sur la droite (AB). et que tout point du 

Montrer que @A et eB admettent en K la même tangente. 
On dit que deux tels cercles sont tangents intérieurement. ou  que le contact de ces cercles tangents est 

queAB=Ir ,  -r21. 

cercle de plus petit rayon est contenu dans le disque déterminé par le cercle de plus grand rayon. 

intérieur. 

C 

Homothéties qui échangent dcux cercles tangents. 

1. Soit deux cercles ‘& et tangents en K, de centres respectifs A et B. de rayons respectifs r, et r2 distincts. 
Montrer qu’il existe une homothétie de centre K transformant ‘f\ en WB. Préciser son rapport. 
Montrer qu’il existe une autre hoinothétie transformant ‘6‘, en <tYB. Préciser son rapport et construire son 
centre T. 

2. Que peur-on dire si les deux rayons rl et r2 sont égaux ’? 

D 

ktudc sur un exemple de trois cercles tangents deux i deus. 

On considkre un triangle ABC dont les c d i s  ( I  = RC, h = CA, c = AB sont respectivement 

Soit trois cercles ‘el, ‘f;”14. ‘6’(. de centres respectifi A, B. C et de rayons respectifs ri , r? ,  q 
7 cm. 5 cm, h cm. 

iivcc rI = 2 cm, r, = 3 cm, r, = 3 cm. 

1 .  Demontrer que ces cercle4 sont tangents ext6rieurcment deux h deux. On note 1 le point clc contact de Cr,, 
et , J celui de <GdC ct %y\. K celui dc ‘6‘\ ct ‘h’,,. 

2. Oucl cst Ic rapport cle I’honiothctic dc ccntrc K qui transforme ‘6;, cn ‘Cl, ? 
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3. La droite (IK) recoupe le cercle 'q, au point X ;  la droite (JI) recoupe ic cercle WH en Y: la droite (YK) 
recoupe le cercle en Z. 
M est un point de '6, distinct de K. X. Z. La droite (MK) recoupe WE en N, la droite (NI) recoupe $Yc en P. la 
droite (PJ) recoupe 'c, en Q. Montrer que M et Q sont diamétralement oppos6s sur le cercle VA. 

Étudier successivement les cas particuliers où M est l'un des trois points K, X, Z. 

DEUXICME PARTIE 

Construction de trois cercles tangents deux a deux 

Le but de cette partie est la construction de trois cercles tangents deux à deux à partir de la donnée de 
leurs centres : trois points non alignés A, B, C. Ces trois points constituent un triangle dont les côtes sont 
u = BC, b = CA, c = AB. 

A Préliminaire. 

Démontrer que lorsque trois cercles, de centres non alignés, sont tangents deux à deux, il ne peut s'agir 

- soit les trois contacts sont extérieurs; 
- soit deux contacts sont intérieurs et le troisième extérieur. 

que de l'un des cas suivants : 

B ktude du cas ou les trois contacts sont extérieurs. 

Soit trois cercles '@\, WB . Ur,, de centres respectifs A, B, C non alignés, de rayons respectifs r, , r2 ,  r, . On 
les suppose tangents extérieurement deux a deux, WB et '?Yc en 1, 'tYC et VA en J, 
Pour réaliser une figure d'étude uniquement, on peut prendre, comme à la première partie, n = 7 crn, 
b = 5 crn, c' = 6 cm avec r, = 2 cm, r. = 4 crn, r3 = 3 crn. 
Les perpendiculaires en I et J à (BC) et (CA) se coupent en a. 
11. Justifier I'kgaliti RI = QJ. En déduire que : 

et WB en K. 

QA' - KA' = SZB' - KB', puisque QA' - QB' = KA' - KB'. 
Montrer que Q et K sont sur une meme perpendiculaire h la droite (AB). 

c6tés. 
h. Demontrer que SZ est le centre du cercle inscrit au triangle ABC, 1, J. K Ctant les points de contact avec les 

On donne trois points A. B. C non alignk. Construire trois cercles de centres respectifs A, B, C, tangents 
deux 5 cieux exttkieuremcnt. Combien ce problkrne a-t-il dc solutions ? 

&tude du cas où un seul des trois contacts est extérieur. 

1. Lwie de contiirions nkcessaires. 

Soit trois cercles '&, W13, VC. de centres respectifs A, B. C non alignés et de rayons respectifs r, , r2 ,  r, . On 
suppose que tPB et Wc sont tangents extérieurement en 1, eC et WA tangents intérieurement en J, VA et (@E 
tangents intérieurement en K. 

Une figure d'étude peut ètre obtenue avec a = 6 cm, b = 3 cm, c = 5 cm. r, = 7 cm, ri = 2 cm, 
r.; = 4 cm. 
Démontrer que 1, J, K sont les points de contact avec les côtes du cercle exinscrit au triangle ABC dans 
rangle ~3. 

2 .  Construction. 
On donne trois points A, B, C non alignés. Construire trois cercles de centres respectifs A, B, C, tangents 
deux à deux, les deux derniers seuls ayant un contact extérieur. Combien ce problème a-t-il de solutions ? 
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TROISIfiME PARTIE 

Quelques propriétés de la figure formée 
par trois cercles tangents deux à deux mettant en jeu les rayons 

A Cas où les trois contacts sont extérieurs. 

Soit trois cercles ?Ye, VB , eC de centres respectifs A, B, C non alignés, de rayons respectifs rl , r, , r3, 

Le triangle ABCdecÔtés a = BC, b = CA, c = AB apourdemi-périmètre p. 
tangents deux à deux extérieurement en 1 sur [BCl. J sur [CA], K sur(AB1. 

1.  Démontrer que r,  + r, + r3 = p puisque r, = p - a. r, = p - b, r3 = p - c. 

2. En utilisant le barycentre G des points A, B. C respectivement affectes des coefficients r2r3, r3rl, r, r,, 
dimontrer que les droites (AI), (BJ), (CK) sont concourantes. 

B Cas OÙ un seul des trois contacts est extérieur. 

Soit trois cercles %y,, el%, PC de centres respectifs A, B, C non alignes. de rayons respectifs rl , r, , r, tels 
et ‘#<. soient tangents extérieurement en 1. Wr et ‘6‘‘ tangents intérieurement en J, WA et W,3 tangents yuc 

intirieuremcnt en K. 
Lc trianglc ABC de chttis ( I  = BC. b = CA, c = AB a pour demi-périmètre p. 

1 .  Dimontrcr cluc rl = p. r2 = p - c, r, = p - h. 

Dimontrcr que r ,  r2 + r ,  r7 - r,r, > O .  

7,. I l imontrcr  quc les droitcs (Al), (BJ). (CK) sont concournntcs. 

C 
1. Soit un triangle ABC de c6tb u = BC, b = CA, c = AB. de demi-périmètre p, d’aire s. Le cercle inscrit a 

pour centre Q et pour rayon R, le cercle exinscrit dans l’angle- a pour centre Q’ et pour rayon R’. 
(1. En reliant les aires des triangles ABC. QBC, QCA et QAB, montrer que s = pR. 
h. Montrer que s = ( p  - n)R’. 
c. On rappelle que dans le triangle ABC : 

a? = b? + c ‘ -  2bccosÂ et 2 s =  bcs inÂ.  
hablirque : 16 s2 = ( a  + b + c) ( b  + c - a) (c + a - b) ( a  + b - c). 
En déduire que : s = J p ( p  - a) (p  - b) ( p  - c). 

2. On considère trois cercles WA , @YB, Vc de centres respectifs A, B, C non alignés, de rayons respectifs r I  , r 2 ,  
r3 tangents deux a deux. 
a. Montrer que, si les trois contacts sont extérieurs, 

1 1 1 1 - + - + - = -  R’ * r,r3 r,rl rl r2 

b. Montrer que, si @YB et VC ont seuls un contact extérieur, 
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QUATRIEME PARTIE 

Premihre dtude, sur  des  cas particuliers, 
d e  la famille 9- des cercles tangents h deux cercles tangents donnés 

Soit deux cercles VA et PB tangents en un point K, de centres respectifs A et B, de rayons respectifs 3 k et 
k où 1 est un réel donné strictement positif. 

A Cas ou WA et WB sont tangents intérieurement. 

1. Soit O le milieu du segment IAB] . On choisit un repkre orthonormal (O, 3 dans lequel le point A a pour 
coordonnées ( I L ,  O). A tout point M de coordonnées (x, y), on associe le nombre complexe z = x + iy. 

On considère l'ensemble E des points M du plan tels que : 

(i est le complexe conjugué de 2). 

Ecrire I'équation cartésienne de E. 
Montrer que E est une ellipse de centre O. de foyers A et B, dont o n  précisera les sommets et l'excentricité. 
Tracer E. 

14 zi - z2 - ;? = 48 k 2  

2. M étant un point quelconque de l'ellipse E, dbmontrer que MA + MI3 - 4 h. 
En dbduire que M est le centre d'un cercle tangent .;I la fois h W ,  et à v?,~. 

3. Demontrer que l'ellipse E est l'ensemble des centres des cercles tangents intiricurement i 'R, et tangents 
extérieurement i 'hd,]. 

B Car: où  '19' et sont tangents extérieurement. 

1. Montrer que si M est le centrc d'un cerclc tangent extirieurement h leA et 'W,,, , alors MA - MI3 = 2 À. 

2. Montrer que si M est le centre d'un cercle tangent inttkieurement h R; et WH, alors MB - MA = 2 A. 

3. En déduire que si bl est le centre d'un cercle tangent à %'\ et ' ~ 9 ~ .  les contacts étant de même nature. alors M 
est sur une hyperbole H, de foyers A et B, dont on pricisera les sommets, l'excentricité. les asymptotes. 

4. Tracer H. 

5 .  Démontrer que l'hyperbole H est l'ensemble des centres des cercles tangents à @, et Wt,, les contacts étant 
de même nature. 

6. On considère un repère orthonormal analogue à celui envisage h la question A. 1. de cette quatrième partie. 
A tout pojnt M de coordonnées ix, y). on associe le nombre complexe z = x + iy. Trouver une relation 
entre z et : caractirisant les points de H. 

CINQUIeME PARTIE 

Famille .7 d e s  cercles tangents a deux Cercles tangents donnés 
(deuxième étude) 

A Préliminaire : introduction de la puissance d'un point par rapport a un cercle. 

1. Soit un cercle *de centre O et de rayon r, et un point M du plan. Une droite A passant par M coupe 'C en P 
et Q. On désigne par P' le point de 59 diamétralement opposé à P. 
Montrer que : MP - MQ = MP MP'. 
En déduire que ce nombre peut encore s'écrire MO' - 9 et qu'il ne dépend pas de la sécante choisie. Ce 
nombre est appelé la puissance du point M par rapport au cercle 59 et noté9# (M). 
Montrer que si M est extérieur au disque determiné par Wet si I disigne le point de contact d'une tangente h 
Vissue de M..Y',,. (M) = Mi'. 

-- - 

2. Préciser le signe de.Yfl (M) suivant la position de M par rapport a'#. 



C.A.P.E.S. de Mathématiques 
concours interne : 2ème composition 5 / 5  

73 

B 

Soit deux cercles ‘q\ et ‘hdIi tangents en un point K, de centres respectifs A et B, de rayons respectifs 
distincts rl et rI . Soit T le centre de la deuxikme homothitie h transformant ‘f& en 

1 .  Soit @‘un cercle de centre (ri tangent if<\ et ‘fl,3 en deux points distincts U et V. 

II. En utilisant les homothetics de centre U trnnsformiint ‘f, en W et de centre V transformant W en ‘&,S. 

h. En introduisant le cercle circonscrit au triangle UVK. qui existe en ghCral, et cn appliquant les r h l t u t s  
montrer que U. V et T sont aligncs. 

obtenus dans la dcuxikrne partie, montrer que TU * TV = TK‘ . 
En diduire que : :;*, (T) = TK? . 
Examiner le cas oii  (1) est sur In droite (TK).  

_.- 

2. Riciproquement. soit A une droite passant par T coupant le cercle ,&, en U ,  et U 2  uupposth dislincts. On 
disigne par VI et V2 les images de U , et Uz par I‘homothitie 11. 

Montrer que les droites (AU,)  et (BV2) sont en ginCral sicantes; o n  appelle O )  leur point d‘intersection. 
Montrer que le cercle ‘R de centre (11 passant par U ,  est tangent aux deux cercles &, et ‘tY,,. et que la 
puissance de T par rapport i ‘tY est TK‘ . 
Examiner le cas où A est la droite (TK). 

3. Caractirisation des cercles de la famille .T, famille des cercles tangents a ‘&\ et  OB en des points distincts. 
Montrer qu‘un cercle ‘8 appartient h T s i  et seulement si ‘IY est tangent a l’un des cercles 6‘\ ou ni, et 
.Y, (T) = TK’ . 
En déduire que par tout point de W, , autre que les points de contact des tangentes iventueiles h YY\ passant 
par T. il passe un cercle tangent à W, et ‘?YD. 

C 

Soit trois cercles VA, FB,  FC de centres respectifs A. B. C non alignes et de rayons respectifs r ,  , r, , I’; 

distincts deux h deux. On les suppose tangents deux ii deux aux points respectifs K sur (AB), 1 sur (BC). J sur 
(CA). R, S. T sont les centres des autres homothities transformant respectivcment W,, en WC . If?‘< en VA, ‘6<\ 
en ‘/;“D. 

1. Faire une figure soignie. 

2. Justifier les alignements (de trois points) qui apparaissent. faisant intervenir des iléments de 
1 1. J. K, R, S, T 1. 


