CENTRALE 2002 TSI - MATHEMATIQUES 1

PARTIE 1

LA.1) On pose : 8 = Arccosx
Pour calculer cos(nf) on utilise la formule de Moivre :

cos(nf) = Z Eik cos"2*(0) sin?*(9) = Z Eik cos"2*(0) (1 — cos?(0))k

k=0 , 2k<n k=0 , 2k<n

avec sin?f = 1 — cos?6
cos(nf) est un polynéme de degré n en cosf donc f, est un polynéme de degré n en x

1.A.2) De la question précédente on obtient :

2k 1 1+nD"—=(@1-1)"
ap = 2n1—1 Z En = 2n_1< 5 > =1

k=0, 2k<n

1.A.3)
T (X) X
Ty(X) = x* -1
Ty(X) X% - 3x

1

Ty(X) = 2 — X + 3

1.A.4) Formule de trigonométrie :

Poi1(X) + Poo1(X) = cos((n+1)0) + cos((n—1)8) = 2cos(nf) cos® = 2X P,(X)

1.A.5) Pour: |X| < 1 on pose toujours : § = ArccosX ou X = cosf 0 € [0, 7]
P,(X) = cos(nf) = 0 donne: 0 = i;_nzﬁ
soit n valeurs distinctes de X pour £ = 1..n
Ce sont donc toutes les racines de P, polynome de degré n et ce sont des racines simples.

1.A.6) Sous la forme : f,(z) = T,(z) = 2n—1_1 cos(nh), les extréma absolu sont et 2;—_11 et sont atteint pour :

2n—1

0 = 221% distinctes pour £k = 0..n

ILA.7) Avec la formule: P, = —P,_o + 2XP,_;apartirde P, = Xet P, = 2X? — 1
maple
restart : n := 10;
f[1] := x
f[2] := x>-1 :
if n>2 then

for k from 3 to n do
fl[k] := collect(2x*x*f[k-1]-f[k-2],x%) ;

od; fi;
seq(f [k],k=1..n) ;
n := 10
T
22 —1
223 -3z
4zt — 72241

8z° —162% + 5z
1625 —362*+ 1722 —1
3227 —802° +502% — Tz
6428 — 176254+ 1362* — 3122 + 1
128 29 — 38427 + 35225 — 11222 4+ 9«
256 10 — 83228 + 880 2% — 360 2% + 4922 — 1
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1.B.2) T, et P étant unitaires T,, — P est donc de degré < n
Pour les valeurs yy, des extrema de f,, on constate que (T, — P)(yx) est positif pour un maximum et négatif pour un
minimum donc P, possede au moins n racines distinctes, ce qui est impossible.

1
1.B.3) Fin du raisonnement par I’absurde : on déduit de la question précédente : sup |P(x)| > T}
—1<a<1 -
d’ou le résultat.
1.B.4) Intégrale généralisée a étudier aux bornes en distinguant si f(1) et f(—1) sont nuls ou pas.
Pour 1, Si f(1 0 : x) ~ 1A et I'intégrale converge en 1 (régle de Riemann
f()?é f() \/5(1_33)1/2 g g ( g )
. . 1 _
Si f(1) = 0, sur un voisinage de 1 x)| < ————= et 'intégrale converge encore en 1.
f() g |f(@)] < \/5(1—95)1/2 g g
Méme étude en -1.
1.B.5)a) On reconnait une forme bilinéaire symétrique définie positive
(propriété de 'intégrale d’une fonction continue positive)
LB.5)b)
1 T s
9 Po(x).Po(z) d 2 1
(hny hm) = / 2 Pul@)-Pn() d = / — cos(nb). cos(mf) d6 = —/ (cos((n +m)0) + cos((n —m)0)) db = dpn
17 V1—122 o T ™ Jo
PARTIE 1I

II.A.1)
d(A,B) = \/(xB —24)%2 + (yp —ya)? est continue sur F x F
E est inclus dans un rectangle de R?, la longueur de la diagonale de ce rectangle est un majorant de d(A, B) et de
d(A, B,C) donc ds et ds existent.

I1.A.2) quelque soit A, B, C d(A, B, C) est majoré par dz donc d3 < d3 comme plus petit des majorants.

II.A.3) dz < sup (sup d(A, B, C)>
(A,B)e E?2 \C€E
d étant une fonction continue sur E fermé et borné d atteint ses bornes.
Donc : 30,473 / sup d(A, B, C) = d(A, B, CA,B) < dg
ceFE

II.B. Pour C fixé le sup est atteint pour A et B aux bornes de l'intervalle.
x étant Pabscisse de C' : d(A, B,C) = [a.(x — x4)(a — 2 + z4)]"/?
3

1
3
I’étude de la fonction donne : d3 = (%—)

II.C.1) Etude d’un triangle isocele : AB = 2Rsin 7—5—5

I1.C.2) Soit () = sin ﬁ_;_a sin 7—5—5
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I1.C.3)

Il reste & étudier extrémum de g(o,y) = sin 7—5—a i — il

S1n = 2cos Siﬂ3 i
4 4
on obtient 2(,0(1?) en pOS&Dt t =sin T,y

donne un maximum pour : ¢

I1.C.4)

S

PARTIE III

II1.A.1) D est une fonction continue de E™*! fermé borné — R donc elle atteint ses bornes.
Remarque : question hors programme

II1.A.2) Pour les valeurs de la question précédente :

Dpn = ] lw—wl = II 2=l I e —wl] < II lzj—=l] Da
1<i<j<n+1 2<j<n+1 2<i<j<n+1 2<j<n+1

II1.A.3) Cette formule écrite pour 14

1 peut se généraliser pour chaque valeur de i. En faisant le produit de ces
formules, on obtient :

Dyt < 11 II lz—al| | Dptt < DRt D2,
1<i<n41 \ 1<i<n+1
== i
puique dans le produit figure deux fois les facteurs de D,, 41
Apres simplification : DZ;% < Dntl
II1.A.4) d,, est une suite positive, calculons
_2 9
1 _ -_ s
dosr DSLJEIH_ ) - Dzﬁ nn—1)(n+1) -
dn 2 Dt -
Dg(n -1
La suite est décroissante minorée, elle est donc convergente.
1
II1.B.1) w(P) > 2"—1_r valeur atteinte pour 73, donc p,, = T—l_f et m, = n—l—l— = %27’5
2T
. 1 . 1 In2
I11.B.2) lim 27 = lim e7W =1
n—-+00 n—-+00
Donc:m = %
I11.B.3)
D casl = 0 En écrivant la définition de la limite : Ve In, /V n > n, |uy| <e
Wi nUy W Toln, (no+ Dty 41 ... Ny
n(n+1) n(n+1) n(n+1)
(no+ Dup41 ... nuy 1+...n,+(no+1) ... n c
. o < <
avee - n(n+1) - n(n +1) c o2
° casl # 0 On pose : v, = up, — [
UL ... NUp V1 ... DU, l l
n(n+1) = n(n+1) + 5 COnverge vers o
II1.C.1) Propriétés des déterminants : Développement par rapport & une ligne puis antisymétrie.
I11.C.2)

A partir de IIT1.A.2) et par développement du déterminant par rapport & la derniére ligne, pour tout P € P,
et pour les coefficient de ITI.A.1)

n+1

Dot = [V o A < Y0 PO [Vigsi(is -5 Ay,
i=1

S|
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Dus1 = (n+1)u(P) D,

En prenant : P = T, on retrouve : u(7,) = py donc:
Dn+1 = (n + 1) Hn D,
n(n+1) n(n—1)
Soit avec les définitions : d, .y 2 < (n+1)dy, 2 m,"
II1.C.3) Avec ce polynoéme, dans le déterminant de ITI.C.1) : P(x1) = = P(z,) = 0 et son développement par
Xy x) = P(x)V(xy,...,x,) sioit :

rapport a la derniére ligne se réduit & : V(zq, ..
o Zng1)| = w(P). |V(z1,...,24,)]

V(x1,...,x,) € E" 2y, + 1 étant tel que : w(P) = P(zpy1) Dy >= |V(a,..

Dnt1 >= pn. |[V(21,. .., 240)]

Donc Dypy1 >= pn.Dy

n(n+1) n(n—1)
Soit avec les définitions : d, .y > dp 2 m,"

I11.C.4) On déduit du résultat précédent (relation entre nombres positifs)

n —
dn 2
My S dn+1-< d+1>

On a démontré que la suite (d,,) est décroissante d’ot le résultat.

Par passage a la limite: m < d

II1.C.5) on a : do = 2
Ecrivons le logarithme de II1.C.2) pour un indice p 2<p<n
+1 -1
PO+ ) < P2 inia,) + plagmy) + p+1)
soit en sommant :

-1 _ 1) -
hl(dp) <= Z B) hl(dp) + Zpln(mp) + Zln(p—i—l)

;p(pT—i-l)ln(de) = ; B) g

n

Y0 D ) < )+ pinlmy) 43 I+ 1)

2 2

)% hl(dn_H) < n(ljll(i)l) n(n1+ 1) gpln(mp) + m ; 1n(p + 1)

1 1
M pour faire le passage a la limite :

. e 1 =
On utilise IT1.B.3) et on vérifie : 0 < ES] §2 In(p+1) < 1
1 1

soit d < m

Les deux inégalités prouve : m = d = %
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