
OPTIONS M, P ’  ET TA - ~ E R E  EPREUVE DE MATHEMATIQUES 

(DUREE : 4 I IEURES)  

L‘énonce de  cette &preuve, comnune aux cand ida t s  d e s  o p t i o n s  M, P’ e t  TA, 
comporte 3 pages. 

Il est demande expressement aux candiclats de donner des d e m n s t r a t i o n s  p r ë c i s e s  e t  . 
r igoureuses .  Aucun raisonnement vague ou  i n s u f f i s a n t  ne sera p r i s  en cons ide ra t ion  p a r  l e  co r rec t eu r .  

----- 
It 

RAPPEL : p des igne  l’ensemble de t o u s  les r ee l s ,  IR 

Soit f une fonc t ion  donnee d e f i n i e  dans R , a v a l e u r s  dans W ; on cons idere  l a  serie 

l’ensemble des réels d i f f e r e n t s  de O ,  

s 

de terme gene ra l  un(x) t 

un(x) - f ( n + x )  - f ( n ) .  n = 1 , 2 , . . .  

S i  pour x c W ,  cette serie est  convergente,  on  cons ide re  la fonc t ion  F d e f i n i e  p a r  : 
m 

P(x) = 
n =l  

On é t u d i e  les p r o p r i e t é s  de F conna i s san t  c e r t a i n e s  p r o p r i é t e s  de  f .  

PREMIERE PARTIE 

I o )  &terminer  une cond i t ion  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  ( C  ) p o r t a n t  s u r  f ,  pour que le  nombre F(1)  

e x i s t e .  E tud ie r  dans chacun d e s  e temples  su ivan t s ,  S i  la  cond i t ion  (C ) est  s a t i s f a i t e  e t  

c a l c u l e r  F ( 1 )  l o r sque  ce nombre ex i s t e  : 

1 

1 

: x E y ” ” ’ 9  [ 
: x ~ - - - ,  s i n [ ( ~ x  + -1) :I 

a rOel donne 
f l  1 + IxIa 

f 2  

f 4  : x- s i n  (:::: - .) 
2.) Wte rmine r  une c o n d i t i o n  n e c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  (Cz) p o r t a n t  s u r  f pour que le nombre F(2) 

e x i s t e .  Comparer les deux c o n d i t i o n s  (C 1 e t  (C ) .  Etud ie r  les  exemples f 2  e t  f pr6cddents.  
1 2 3 

3’) a) S o i t  p 4 e n t i e r  donne (p > 1) ; t rouve r  une cond i t ion  n e c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  (c 
que F ( p )  e x i s t e .  
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b) soit p un e n t i e r  n a t u r e l  ; p = O, 1,2.. . ; p r e c i s e r  F ( 0 ) .  

En supposant que l a  cond i t ion  (c ) est v e r i f i e e ,  c a l c u l e r  F ( p  + 1) - F ( p )  en  u t i l i s a n t  f .  1 
Quelle est la  l i m i t e  de  F ( p +  1) - F ( p )  l o r sque  l ' e n t i e r  p tend  v e r s  + 00 ? 

4 0 )  On suppose que l a  s é r i e  de terme gené ra i  f ( n )  est  convergente.  S o i t  S sa some : 
O 

s = C f ( n )  . 
n =  1 

Montrer que F (p) e x i s t e  q u e l  que so i t  p E @. Montrer que la série de  terme géne ra l  

F (p  + 1) - F(p)  e s t  convergente.  Ca lcu le r  a u  moyen de  S sa somme : 

c ( F ( p l  1) - Ffp) )  
P ' O  

DEUXIEME PARTIE 

n 
Dans cette p a r t i e ,  on suppose f continQment d é r i v a b l e  dans  w e t  te l le  q u ' i l  e x i s t e  

t r o i s  c o n s t a n t e s  N, K, Q (N e n t i e r  > 1, K réel > O, a réel > 1 ) t e l l e s  que : 

I O )  S o i t  x un reel f i x é  d i s t i n c t  d'un e n t i e r  n P g a t i f .  

a )  En u t i l i s a n t  une majora t ion  de 1 f ( x  + n) - f (n) l  pour n a s s e z ,  grand, m n t r e r  que l a  fonc t ion  F 

e s t  d é f i n i e  pour t o u t  x réel d i f f é r e n t  d 'un e n t i e r  r e l a t i f  s t r i c t e m e n t  n é g a t i f .  

b) Que peut-on en dédu i re  pour f ( p )  l o r sque  p e n t i e r  tend  v e r s  + (0 7 

Est-ce que f ( x )  admet une l i m i t e  l o r sque  x tend  v e r s  + ? 

Z a )  S o i e n t  deux reels f i x e s  x e t  x'  t o u s  deux s t r i c t e m e n t  p o s i t i f s .  
n = N  On pose  : 

S N ( X )  - & [ f ( x + n )  - f ( n ) l  
n = l  

l e  nombre N é t a n t  c e l u i  d e f i n i  précédemment. 

a) bmntrer l ' i n ë g a l i t 6  s u i v a n t e  

(SN(X) - SN(X' ) I  4 N A I X - X * I  

ob A = Sup { I f '  ( y )  11 y CI,-[ 1 . (On commencera p a r  démontrer l ' e x i s t e n c e  d e  cet te  borne , s u p é r i e u r e ) .  

b) Montrer une i n é g a l i t é  du  meme type pour la some : 

2 [ f ( x + n )  - f ( x '  + n ) l  
N+ 1 

e t  en  dédu i re  q u ' i l  e x i s t e  une c o n s t a n t e  L t e l le  que : 

K 
c )  Montrer que F e s t  con t inue  surIR+ . Est-ce que F est con t inue  d d r o i t e  au p o i n t  x = O ? 

c ../. , 
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3 0 )  S o i t  d e  nouveau x un réel f i x é  d i s t i n c t  d'un e n t i e r  n e q a t i f .  

a) Calcu le r  F(x+ 1) - F(x) en u t i l i s a n t  f e t  l i n  f ( x ) .  En dëdu i re  l a  c o n t i n u i t f  d e  F s u r  
. x + + -  

]-1,o] p u i s  s u r  l 'ensemble des reels q u i  ne s o n t  pas  des  e n t i e r s  s t r i c t e m e n t  n é g a t i f s .  

b) En reprenant  bri4vement l es  r e s u l t a t s  de la ques t ion  2")  précedente ,  montrer que 

l i m  [ f ( x )  - f ( l  + x ) )  exis te  ; exprimer cet te  l i m i t e  au  moyen de la  somme d'une serie convergente. 
x-c-1 

c) Montrer, p l u s  généralement que l i n  [F(x)  - f ( x + p ) ]  e x i s t e  lorsque p est  un e n t i e r  
x*-p 

s t r i c t emen t  p o s i t i f  i exprimer cette l i m i t e  au  moyen de l a  somme d 'une  s f r i e  convergente. 

4")  On suppose, dans cet te  ques t ion ,  que f es t  impaire e t  que l i m  f ( x )  f O. On d e f i n i t  a l o r s  G 

su r  l 'ensemble des réels d i f f é r e n t s  d 'un e n t i e r  r e l a t i f  : 

a) Montrer que G es t  impaire pé r iod ique  de pé r iode  1. 

b) N d u i r e  d e s  r e s u l t a t s  prëcedents  que pour t o u t  e n t i e r  n a t u r e l  p 8  p = O I l 8 2 , . .  ., ' 

X++- , 

G ( x )  = F(X) - F(-x) + f ( X ) .  

l ' exp res s ion  G ( x )  - f ( x + p )  tend  ve r s  zdro lo rsque  x tend v e r s  -p. 

c) Déduire de  ce r é s u l t a t  e t  de ceux de  la ques t ion  prëcédente ,  la somme de  l a  serie : t [ f ( p + n )  - f ( - p + n ) l  
n = l  
n # P  

pour t o u t  e n t i e r  r e l a t i f  p d i f f ë r e n t  de  O. 

5") Appl ica t ions  : Determiner l es  sommes s ,s ,s 
l eur  convergence : 

d e s  séries su ivan te s ,  aprPs a v o i r  montre 
1 2 3  

p e n t i e r  donne f O 

n f P  

er donne > O 

- 2  1- 1 E ( n - p )  é t a n t  l e  s igne  d e  n - p  . 
n f p  


