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EXERCICE 1

n est un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Q1. La fonction f(x) =In(x) est concave sur |0, 4o0].
Une propriété des fonctions concaves est que la courbe est en dessous de ses tangentes. La tangente a la courbe

de In(z) au point x = 1: y = — 1. Ainsi, pour tout > 0, on a |In(z) <z — 1|, avec égalité pour z =1 .
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Pour chaque k € [1,n], on a k>0 , donc
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En sommant ces inégalités pour k allant de 1 & n, on obtient : E In (—k) <
m
k=1 k=1
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Le membre de gauche de I'inégalité démontrée en Q1, peut s’écrire :

éln (‘:ni) —In (ﬁf:) —In ("}”L,ﬁxk>

L’inégalité de Q1 devient donc :
ce qui donne

on en déduit

1/n n
mk> < - Zxk . C’est 'inégalité arithmético-géométrique.
k=1

Ainsi (ﬁ

k=1
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L’égalité dans 'inégalité arithmético-géométrique

est équivalente a I’égalité
qui est équivalente a

Tk
L
m
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x
ce qui est équivalent a k1 pour tout k € [1,n] .
m

X
Comme In(t) <t — 1 pour tout ¢ > 0 , alors chaque terme ( ) —1In (—k> est positif ou nul . Donc, pour
m

tout k € [1,n] :

Ainsi, ’égalité a lieu si et seulement si 1 = x9 = -+ =2, =m.

Soit B € ST (R) . B est une matrice symétrique réelle définie positive. Ses valeurs propres Aj, Az, ..., A, sont

toutes réelles et strictement positives ( propriétés équivalentes ).

On sait que :
det(B) = [[ M et Tr(B)=>_ M
k=1 k=1
Appliquons I'inégalité arithmético-géométrique (Q2) aux valeurs propres Ai, ..., A, :
n 1/n 1
< —
(1) <13
k=1 k=1
: Pl 1/n 1
On obtient ainsi | (det(B))Y" < —Tr(B)
n
D’apres Q3, I'égalité a lieu si et seulement si toutes les valeurs propres sont égales : Ay = Ao =--- =\, = A.

Comme B diagonalisable (car symétrique et réelle ) , ceci est équivalent & B = AI,, avec A > 0.
Soit A = (ai;) € ST (R) . Par définition on a
VX e R"\ {0}, XTAX >0

Soit e; le i-éme vecteur de la base canonique de R™.

On a
ai; aiq
_ : T _ . _
Ae; = | eteiAei—(o... 1 ...0) o =aig
QA g Qp i

puisque A est définie positive et e; # 0, on a e Ae; > 0.

Donc a;; > 0 pour tout ¢ € [1,n] .

et B=DAD.

On pose D = Diag (
e BeS(R):
On a

1 1 1
JVari’) \Jazz2’ ") \/an,n)

BT = (DAD)T = DTATDT



Comme A € §FT(R) et D est diagonale , alors AT = A et DT = D.
Donc

BT =DAD = B.
B est symétrique.

Soit X € R™\ {0}.
On a
X"BX = XT(DAD)X = (DX)TA(DX).

comme D est inversible et X # 0, alorsDX # 0 . Par suite XTBX >0 .
Ainsi B € S (R) .

e Pour la déduction appliquons I'inégalité de Q4 a B :

(det(B))/" < L Tv(B)

On a )
ol Tl
det(B) = det(DAD) = det(A)(det(D))? = det(A) <H — i) = det(A) H o
i=1 V ’ i=1
et
Tr(B) = Tr(B) = Tr (DAD) = Tr (D*A)
1 1 1 i,
comme D? = Diag <, —_— ., > alors D?A = (a - >, par suite
a1,1 a2:2 Gn,n @i
- Qg i
rj[‘Il = 2 =
(B)=)_ ==n
i=1 ’
Substituons ces valeurs dans I'inégalité (det(B))Y/™ < 1Tr(B) :
n 1 1/n 1
det(A <--n=1
(s [T5) < 2on

n
on obtient | det(A) < Hai,i . Appelée 'inégalité de Hadamard .
i=1

D’aprés Q4, 'égalité est réalisée si et seulement si B €Vect(I,). Donc B = A, pour un certain A € R*, on a
calculé Tr(B) = n, donc A =1 et B =1,. Ce qui est équivalent & B = DAD =1,.

Donc I’égalité est réalisée si et seulement si
A = (D71)2 = Diag(al,la 0,2,2, R an,n)-

Ainsi, ’égalité a lieu si et seulement si A est diagonale, a diagonale strictement positive .



Q7.

Qs.

Q9.

EXERCICE 2

Polynémes de Tchebychev :
On définit la suite de polyndmes (P,)nen de R[X] par Py =1, Py = X et Poy2 =2XP,11 — P,.

Degré P, :
Montrons par récurrence que deg(P,,) =n .

e Initialisation : On a deg(Py) =0 et deg(P;) =1 .

e Hérédité : Supposons deg(Py) = k pour tout k < n avec n > 1.
Ona P,y =2XP, — P,_; donc

deg(Pn+1) = deg(XPn) =1+ deg(Pn) =n+1

C’est vrai pour n+ 1 . Donc ‘ deg(P,,) = n pour tout n > O‘ .

Coefficient dominant de P, :

Posons P, (X) = a, X™ + .... La relation vérifiée par la suite (P,) donne
Ao X" 2 =2X (a1 X" ) —a X —

par unicité des coefficients on a a,, 2 = 2a,41 pour tout n > 0.

La suite (an)n>1 est géométrique de raison 2 et a3 =1 . Donc ‘ an =2""1 pour tout n > 1 et ag =1 ‘ .

Montrons cette propriété par récurrence sur n.
o Initialisation : Pour n =0 : Py(cos(#)) = cos(0) = 1. Pour n =1 : Pi(cos(d)) = cos(h).
o Hérédité : Supposons que Py(cos(#)) = cos(kf) pour tout k <n+ 1, pour un entier n > 0.

Donc par hypothése de récurrence :

Poyo(cos(0)) = 2cos(0)P11(cos(0)) — P,(cos(9))

= 2cos(0) cos((n + 1)8) — cos(nh).
On utilise la formule trigonométrique 2 cos Acos B = cos(A + B) + cos(A — B), avec A= (n+1)f et B=16:
2cos((n + 1)8) cos(0) = cos((n + 2)0) + cos(nd).

Donc, P,12(cos(8)) = cos((n + 2)6).
La propriété est vraie pour n + 2.

Ainsi , ‘ P, (cos(f)) =cos(nf) ,VneNetVd eR ‘

Soit P et @ sont deux polynémes. La fonction ¢ — P(t)Q(t) est continue sur [—1,1] , donc elle est bornée sur
[713 1] .
On a donc

avec M € RT

’P(t)Q(t)
V1-—t2

V12

e Au voisinage de 1~ : on a
1 1

VI—8 51 20 —1)




par la regle de Riemann, la fonction ¢ — est intégrable sur [0, 1[ ,donc la fonction

1
V1—1t2

P(t)Q(t
t— M est intégrable sur [0, 1] .

V1—1t2

e Au voisinage de —17 : on a
1 1
VI =12 to-1+ \/2(1+1)
1
ar la regle de Riemann, la fonction ¢ — ———= est intégrable sur |—1, 0] ,donc la fonction

p g Vi g ]-1,0]

P(t t
t— 2o est intégrable sur |—1,0] .

Vi—?

Ainsi I'intégrale dt converge.

/71 V1—t2
Q10. Produit scalaire sur Rj[X]
o Symétrie :

Pour P,Q € R [X],
Q1) )
wa= [ TG [ G u-q.r,
e Bilinéarité :

Par symétrie, il suffit de vérifier la linéarité a gauche. Soient Py, P, Q € Ri[X] et «, 5 € R.

_ / ' aP(HQW) + BRHQ) |,
m

_ / P(1)Q(t) / P(H)Q(t)
B —t2 1—t2

P17Q>+5<P25Q>

La bilinéarité est donc vérifiée.
e Forme définie positive :

Pour P € R;[X], (P, P)

2
dt >0 (car P(t)? >0 et v1—1¢2 > 0sur|—1,1]).
| stz 0 ear P 2 0et V J=1,1)

S (P,P)=0,d / P’
u 0osons 5 = U, daonc
pPp . i

P(t)?

dt = 0.

Comme la fonction ¢ — = est continue et positive sur |—1, 1[, son intégrale est nulle, alors f(¢) = 0 pour

tout t € ]—1,1[. Ceci signifie P(t)? = 0 pour tout ¢ € ]—1,1[, donc P admet une infinité de racines , par suite
P=0.

Conclusion : (-,-) est un produit scalaire sur Ry[X].

Q11. On utilise la formule
cos(nd) cos(mb) = %(cos((n +m)0) + cos((n — m)0)).
e Sin #m, alors

sin((n +m)0) Jrsin((n -m)§) 1"

/0 cos(nf) cos(mb)dl = % (/0 cos((n + m)@)+ cos((n — m)@)df)) = % { nm p— . =0
e Sin=m#0, alors
/ cos?(nf)df = 1/ (cos(2nf) +1)d6 = 1 M+9 =X



e Sin=m=0, alors

/ cos(nf) cos(mf)dd = .
0

0 sin#m
Finalement : / cos(nf)cos(mdd =<1 sin=m=0
0
g sin=m#0

Q12. Base orthonormale de R;[X] .

Remarquons que , par le changement de variable ¢ = cosf , on a por tout n et m

! Pa(t)Pn(t)
1 V1 —t2
d’apres Q8 et Q11, Py (cosf) = cos(kf) donc

(P, Pr) = dt:/ P, (cos0)P,,(cos)dd.
0

0 sin#m
(P, Py = / cos(nf) cos(md)dd =< sin=m=0
0
g sin=m#0
: m s
Ce qui donne || Py|| = /7 et pour n # 0, || P,||? = 50 donc | P, | = o

Posons

R 1 P, \/5
Tho=-———=—c¢et T, = ——=4/—P, pourn>1
[Poll v/ [Pl m

La famille (7)<, <, est une base orthonormale de Ry[X] .

PROBLEME.

Matrices de rang 1.

Partie 1 - Exemples

Soit m > 2 est un entier et Xi,...,X, des variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé,

indépendantes et toutes de loi de Bernoulli de parametre p € 0,1[. U = (X1,..., X,)T, M =UUT.
Q13. LoideY =rg(M) .
On a
M =UUT = [X,U|XoU|...| X, U].

les colonnes de M sont colinéaires & U, donc rg(M) est égal & 0 ou 1,par suite Y (2) = {0,1}.
Puisque
1g(M)=0 <= M=0 < U=0 <= X; =0 pour tout i € [1,n].

Alors



Par I'indépendance des X; on obtient

EtonaP(Y =0)+P(Y =1) =1 donc

Ainsi [V ~ B(1— (1-p)")|.

Q14. Loi de Tr(M) .
Ona M;; = X;X; donc

Tr(M) = Z M;; = ZXE.
=1 =1

Comme X; ~ B(p), X; prend les valeurs 0 ou 1, donc X? = X;. Ainsi, Tr(M) = ZXi'
i=1

La somme de n variables de Bernoulli indépendantes de méme parameétre p suit une loi binomiale B(n, p).

(En effet : considérons les fonctions génératrices, on a Gx,(t) = (1 — p + pt) et par indépendance
n
Greany () = ngi (t)=(1—p+pt)"
i=1

On reconnait la fonction génératrice de la loi binomiale ).

Donc ‘ Tr(M) ~ B(n,p) ‘ .

Q15. Vérification M? = Tr(M).
On a
M?* = (UUT)(UUT) =UUTU)UT
comme

UTU =Y X7 =Tr(M)
i=1

alors | M? = Tr(M)M |

Probabilité de I’'événement V' : « M est une matrice de projection ».
M est une matrice de projection si M? = M .

Ceci est équivalent & Tr(M)M = M, soit (Tr(M) — 1)M =0 (Iapplication nulle est une projection! ).

Donc
V= [M = 0] U[M %0 et Tr(M) = 1] = [M = 0] U[Tx(M) = 1].
et
P(V) = P(M = 0) + P(Tr(M) = 1)
On a
P(M =0) = P (sa(M) = 0) = (1 - p)" (Taprés Q13
et
(ron) = 1) = (7)ot -9 = a1 -




Q16.

Q17.

Cas X; ~P(A), A>0.

)\k
Ona X;(Q) =Net P(X; =k) =e*>—. V : « M est une matrice de projection ».

k!
D’apres la question précédente

P(V) =P(M =0) + P(Tr(M) = 1)

pour tout i = 1,...,n, P(X; =0) = e~ et les X; sont indépendantes donc

Comme Tr(M) = Y X? =1et X? € {0,1,4,9,...} alors
i=1

Tr(M)=1« Fje[l,n] tel que X; =1et X; =0sii#j

Soit E; I'événement «X; =1 et X; = 0 pour tout 7 # j» , on a alors

0 =1 = | &

c’est une réunion disjointe . Donc
n

P(Tx(M)=1) =) P(E)

)

<

de plus

par suite

j=1
Ainsi ‘ P(V)=e"™ +ne ™ = (1 +nA\)e ™ ‘
Matrice J :
On a
1 ... 1
J=
1 ... 1

donc rg(J) =1 et . La trace de J est Tr(J) = n.
Diagonalisation de J :

J est symétrique réelle donc elle est diagonalisable.

= e ™

Puisque rg(J) =1 (et n > 2), 0 est valeur propre de multiplicité n — 1,qui est la dimension du sous-espace propre

associé, Eo(J) = Ker(J).

Le polynéme caractéristique s’écrit x7(X) = X" 1(X — \) et on sait que la trace est la somme des valeurs

propres, donc A = Tr(J) = n. Par suite ‘ xs(X)=X""YX —n) ‘
On a

Eo(J) =Ker(J) = {(z1, ..., xp) |1+ ... + T, = 0} = Vect {e1 —ea,e1 —e3,...,e1 — €y}



Q18.

Q19.

Q20.

Q21.

et
E,(J)=Vect{e1 +ea+---+en}

Ainsi J = P.D.P7! | avec D = diag(n,0,...,0)et P=|1 0 -1

0
1 0 0 -1
010
Soit A=10 0 0. OnaTr(A) =0, rg(4) =1 et Sp(A) = {0} .Si A est diagonalisable alors A = 03 ce qui
0 00

est absurde , donc A n’est pas diagonalisable .

Partie 2 - Résultats généraux

Posons

A= [C1|Cal.-|Cu.

Puisque rg(A4) = 1, alors Im(A) = Vect(Ch, ..., Cy,) est de dimension 1. Soit C' la premiere colonne non nulle de
A ,on a Vect(C) C Im(A) et ils sont tous les deux de dimension 1,donc Im(A) = Vect(C).

Il existe ay,...,apdans R , non tous nuls, tels C; = o1 C,...,Cp, = o, C .

Donc

A= [alC‘a20|...‘anC’] =C (a1,...,Qn).
Posons L = (o, ..., an) € My o (R\{(0,...,0)} , alors A = CL.

Posons C = (c1...cp)T et L= (a1,...,an) .

Les coeflicients de A sont A;; = c;a;, donc

LC = iaiq = i A = Tr(A).
i=1 i=1

Par suite

A2 = (CL)(CL) = C (LC) L = C (Tr(A)) L = Tr(A) (CL) = Tr(A)A.

Ainsi | A2 = Tr(A)A |

Polyndéme caractéristique et minimal de A .
On a A% — Tr(A)A = 0. Donc le polynéome P(X) = X(X — Tr(A)) est annulateur de A. Le polynéme minimal
ma(X) divise P(X).

e Simya(X) =X alors A =0, absurde car rg(A) = 1, donc 74(X) # X.

e Sima(X) =X —Tr(A), alors A = Tr(A)IL,, dans ce cas rg(A) est égale & n ou & 0 , absurde ( rg(A4) = 1),
donc ma(X) # X — Tr(A).
Ainsi m4(X) = X(X — Tr(4)) ,(valable pour le cas Tr(A) =0).



Q22.

Q23.

Q24.

Les valeurs propres de A sont donc 0 et Tr(A). 0 est de multiplicité égale a dim(Ker(A4)) =n —rg(A) =n — 1.

Donc le polynéme caractéristique de A est

xa(X) = X""1(X — Tr(A)).

Finalement | 4(X) = X"~1(X — Tr(A)) et ma(X) = X(X — Tr(A))].

A est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé a racines simples sur R.

Donc A est diagonalisable si et seulement si Tr(A) # 0 .

Soit u 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.

On suppose que Im(u) NKer(u) # {Ogn }.

On a Im(u) NKer(u) est un sous-espace vectoriel de Im(u). Puisque dim(Im(u)) = 1 et Im(u) NKer(u) # {Orn }
alors Im(u) N Ker(u) = Im(u) .

Ceci implique que Im(u) C Ker(u).

Construction de la base

Soit e3 € Im(u) un vecteur non nul. Il existe e; € R™ tel que u(e;) = ep. Nécessairement, e; ¢ Ker(u) (car
€2 # Ogn).

Comme ey € Im(u) C Ker(u), on a u(ez) = Ogn.

La famille (eq, e9) est libre : si aeq 4+ Sea = 0, composer par u donne aeg =0 donc o = 0, puis fea =0 et 5= 0.
Puisque ey € Ker(u) et ea # Ogn, on peut compléter (es) en une base (ea, es, ..., e,) de Ker(u).

n
si cre; + Y c;e; = 0, appliquer u donne ¢ie; = 0 donc ¢; = 0, la
i=2

La famille B = (e, ea,e3,...,€e,) est libre :

n

relation devient > ¢;e; = 0, alors ¢; = 0 car (ea,...,e,) est libre.
i=2

Ainsi B est une base de R"™ et

0 0 0
1 0 0 (0
0 0 0

Matg(u) =

C’est le cas ou Tr(A) = 0 et A n’est pas diagonalisable.
On suppose que Im(u) N Ker(u) = {Ogn}. On a dim(Im(u)) = 1 et dim(Ker(u)) =n — 1.

L’hypotheése Im(u) N Ker(u) = {Og=} implique que R™ = Im(u) @ Ker(u).
Posons Im(u) = Vect {e1} , e1 # 0. On a u(er) € Im(u)) donc il existe a # 0 tel que u(e) = aey .

Soit (eg, ..., e,) une base de Ker(u) , alors B = (e1, ez, €3, ...,€,) est une base de R™ et

a 0 0

0 0 O (0)

0 0 O

Matg(u) =
(0)
0

Onaa="Tr(4).

10



Q25. Soient A, B € M, (R) deux matrices de rang 1.

Si A et B sont semblables, alors Tr(A) = Tr(B) (invariance de la trace par similarité).

Supposons que Tr(A) = Tr(B) = 7.
e Si 7 #0. A et B sont diagonalisables , et sont semblables & la méme matrice D = diag(7,0,...,0).
Donc A et B sont semblables .

e Si 7 = 0. On se retrouve dans le cas de Q23 , A et B ne sont pas diagonalisables et elles sont semblables a

la matrice N =

Donc A et B sont semblables .

D’ou I’équivalence .
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