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DEUXIkME COMPOSITION DE MATHIhATIQUES 

h t r :  S h  
*- 

Calculatrice Clectronigue de poche - y compris culculutrice programnralle et alyhanumdrique - d fonction- 
nerneni uutonornr, non imprimante, autorisde conforrndment d lu circuluire no 86.228 du 28 juillet îY86. 

L'Cpreuve porte sur la ghmétrie plane; les objectifs &ont pricisbs en tete de chaque partie. 

Deux cinquibrnes du brème  iront d kl première partie. 

II est demandd de r&liscr dans chaque stqueace les figures appropriCes, et deo dbmonstrations concises en 

Dam tout I'CnoncC Iorsqu'iI est question de la symhtrie par rapport B utle droite, il s'agit de la symdtrie orttio- 

bonne relation avec LI mhtlrode suivie; oii pdcisera Cventuellement d'aiitrcs mCthodes possibles. 

gonaIe dont cette droite est l'axe. 

PREI1IIkRE PARTIE 

L a  sCquences 1 et 2 Cclairent, en les prenant au niveau de la pratique en classe, des outils et des situations de la 

Cette mise cn place se relie, dans la sequence 3.1 lir résolution de problèmes de construction. 
6;homCtrie du triangle et du  cercle. 

1.1. 

1. Orthocentre et a r c l e  ckcouevit 

h a n t  donnC un triangle ABC et son wrde circonscrit I', on dbsigne par : 

O le centre de I', 
€1 le point de concours des hauteurs du triangle (ortliocentre), 
G le point de concours des mddiilnes (centre de gravith). 

Soit à prouver, de difiérentes manières, I'égalitC : 

~ ! L . ~ + 6 6 + ~ ~ .  -. - -. -t - 
On pose h = 011 - OA - OB - OC. 

4 

Considhant successivement chaque cdtC du triangle, htablir que h est la somme de deux vecteurs orthogonaux 

i ce &té. En dCduire que h - O .  
-+ -t I 

-. -. -. 
1.2. Exprimer II a l'aitlc: des selils points O, II, G et irioiitrcr que h = O . 
1.3. Le point A, htant d66ni par a, = - OA et le poiiit II  Ctant siippoad distinct de Ii c-t de C, exanrinrr la nature 

-+ 

* -  
du quadrilrrthre U.4,CII et en dbduire que h - O .  

Prouver que le symétrique de €i par rapport à la droite BC est sur 1'. 
- -  

1.4. Prouver que l'égaliti Ofi + 66 + OC = O caracterise le triangle CquiIatiral. 

2. Milieux d'nrco 

l h n t  donid un triangle ABC. les demi-droites d'origine A qui portent I c i  c&ts AU et AC s'hcliaiige~it entre 
ella dans une symhtrie dont l'axe est par &finition la bissectrice en A du triangle; on dC6riit de m h e  les deux autre: 
bwctrices. On note encore r le cercle circonscrit au triangle, et O son centre. Les trois Lissectrices recoiipciit 1' 
respectivement en A', B', C'. 
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2.1. On veut comparer les distances de A' B B et ii C en ne se servant que de8 propriit<s des symétries. 
Soit E le symétrique de C par rapport à k mMiatrice du segment AA'. 
Montrer que E est un point de r, que les droites AB et A'E sont paraIl&s, que les segments A'B, AE et A'<: 
ont m h e  longueur. . 
Ainsi A' est sur la médiatrice de UC; à quelle propriité du cercle ce résultat est-il liC ? 

2.2. On dbigne par 1 le point de concours des bissectrices du triangle ABC. 
Quelles sont les images des droites AI et BI dans ia symétrie d'axe A'U' ? Quelle est I'inirrge de 1 J ~ I I J  cette 
symhtrie ? 
Quel r8le joue le point 1 dans le triangle A'B'C' ? 

3. fitude de probliimee de ccmetruction 

On se bornera à donner une marclie à suivre et à préciser les conditioos de possibilité et le nomlm des solutions. 

Le cercle 1' d tmt  donné, déterminer dans chacun des a s  qui suivent un triangle ABC admettant 1' polir 
cercle circonscrit. 

3.1. Le sommet A et l'orthocentre €1 sont donnb. 

3.2. Les intersections des bissectrices du triangle avec 1' sont trois yoirits donnés A', B', c' 
3.3. Les médiatrices des cbtés du triangle sont trois diamiitres distincts donnés de 1'. 

3.4. Les c8tcB du triangle sont parallbles à ceux d'un triangle doriné A , ~ ~ u ~ o .  

et d'une transformation chaegant 
k problèmes 3.3. et 3.4 sont équivdents; on se servira pour 3-11. du cercle ro circonscrit au trianglt: :l,,lt,(~o 

en I'. 

DEvXIkhlE PARTIE 

Le pbn est orienté. Par des moyens nouveaux (similitude directe et outil complexe) on approfondit dans la 
sdquence 4 1'Ctude de configuration commende dans la sdquence 2. Les séquerrces 5 et 6 collstituent deux I)roblbmeu 
indépendants sur un meme thème. 

4. Confipratiou de deux triairglee et dmilituda 

On reprend avec les memes notations la -configuration de h sCliaence 2, forru& par !e cercle 1' et les huit 
points A, B, C, O, A', Il', C', 1. 

4.1. On note s, la similitude directe définie par les conditions : 

s,(B') = C ,  s , (C)  = B. 

Etabiir, par des considérations d'angles, que s, (A) =% 1. 

Prnuver que A' eut le centre du cercle circonscrit au triangle BCI; en déduire qiw s, (O) = A'  . 
I 

A'1 r 

' 2 AI 
En exprimant de deux maaihes le rapport de similitude, ddmontrer l'égalité - = -, 

où H désigne le rayoii de r et r ia distance de 1 à la droite BC. 
En déduire la relation 01' = Ha - 2 R r .  . 

4.2. On suppose qu'on est dans le plan complexe, que O est l'origine de ce plan et I' le ccrcle unit&; les affixes 
a, b, c, a', b', c' de A, B, C, A', Bo, C' sont donc six nombres de module 1. 
Etablir les relations : aoa = bc, b" - CO, c" = ub, a'bt' = - abc. 
Montrer que l a  six affixes sont exprimables i I'aide de trois nombres complexes a, @, y convenables, definis doLa- 
lement au signe près, par : 

a = a', b = @', c = y', a' = - By, b'= - ya, Co = - ap. 
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4.3. Calculcr en fonction de a, p, y, à partir des expressions préCCdentes de a, b, c, a', b', t', les cocfficients X et p de 
l'application complexe I 
On note s,, s, les similitudes directes dont les &finitions se ddduisent de celle de s, en permutant A, H, C, et 
par consdquent aussi A', B', C'. Montrer que si s, est une translation, alors s, et s, rnrrt des triurslntiorla, L 
somme a + 

A z -t p asso+e à la sinulitude directe s, . VCrifier par le calcul 9ti.e s, ( A )  = 1. 

+ y ebt nulle et le 1riailgk ADC est CqiiiLtPrd. 

4.4. On suppose qire le triangle ABC n'est pas Cquilotdral. 
Montrer que les trois similitudcs s,, s,, sa admettent le r i i h e  centre qu'on note J et dont on calculera l'afiixcr zJ . 
EtaLlir I'CgoiitC : 
oh zI est l'affixe de I et < le conjugu~ J e  z,; interprhter gCornétriqiienient ce rbsuitot. 

- 
z1 zJ = 1, 

D'A C'A OA 
U'J C'J OJ 

DCrnoritrer les &dit& : -- = -- = --. 

4.5. Les donnees sont le cercle 1' de centre O, un point A de r, un point 1 intdrieur à 1' et distinct de O. 
Montrer qu'on peut déterminer sur r des points B et C de façon que le triangle ABC admette 1 pour point dc 
concours de ses bissectrices. (Il est conseil16 de placer le point J, puis de chercher B' et C' .) 

5. Variation d'un îriangle obtenu a partir de deux cercla 

Les notations A, B. C, A', 1 sont celles des s&qiienccs 2 et 4. 
Les donrides sont le cerc1e.r. de centre O et de rayon lt, et un cerclcf2, de centre O et de rayon p, int6ricrrr B 1'. 
On impose aux points A, B, C d'appartenir à 1' et aux droites AU, AC dPtre tangentes à R; en pnrticiilier la 

droite AA' passe donc par w. On s'inthresse au point nrolde 1. 

5.1. A partir dt l'une des relations contenant I obtenues dans 4.1, Ctrbiir Y~galité 

r 
A I  Ao A'I . A o  = 2 p R. 011 coinparera ---- et -- - 

H -* 

5.2. DCnioritrer qu'il existe un rhel k IIC dblwdnnt que dcs dorintes, tel que A'l = k A'o  . 
Que se pssse-t-il bi A. = 1 ? 

+ -. 
5.3. Lorsque k # 1, on pose 00' = k 00. 

Montrer que 1 décrit un cercle dc: centre O' . 
6. Imagea dpaligncmenta p u  I'apldication complexe I - z' 

Le cercle r est à nouveau le cercle unitC du plan complexe, O est l'origine et on dCvigne par S I'iruage de 1. 

On considhre sur l'axe OS des rCds un point F d'affixe x ,  , où z, est un d e l  vCriGant O < xe < 1. 
Les points U et V d'affixes a et p, avec a + p # O, dhrivent r en restant alignCs avec F. 

6.1. Former une condition entre zo, a, exprimant cet aligiienient. 

On pourra Ctablir d'abord que la relation z + ap E = a + p est une équation complexe de la droite UV. 

6.2. On considère sur l'axe des rCels le point K d'affue x', , et sur 1' les points hl d'allixe a', N d ' a h e  v. O r r  ddsigne 
par O la similitude directe dont l'application coniplexe associée est I - (a + b) z - a p . 
PrCciser o(U) et CIO. On pose o(Q 15 T. 
Exprimer au moyen seulement de x, et du produit ap l'alfue du vecteur KT ; démontru que ce vecteur est 
orthogonal à la droite MN et que KT = KS. 
Qu'en rCsulte-t-il pour la droite MN quand la droite UV varie ? 

- 
6.3. On d&igne par U' le point de r d'affixe - a. 

Soit V' , d'affixe v, le point de 1' aligné avec F et U'; former une relution entre p et p .  
Soit N' le point d'afixe p". Cornnient varie la droite NN' ? 

O O 
O 


