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Calculatrice électronique de poche — y compris calculatrice programmable et alphanumérique — & fonction-
nement autonome, non imprimante, autorisée conformément & lu circulaire n® 86-228 du 28 juillet 1986.

L’épreuve porte sur la géométrie plane; les objectifs sont précisés en téte de chaque partie.
Deux cinquiémes du bgréme iront & la premiére partie.

Il est demandé de réaliser dans chaque séquence les figures appropriées, et des démonstrations concises en
bonne relation avec la méthode suivie; on précisera éventuellement d’autres méthodes possibles.

Dans tout I'énoncé lorsqu’il est question de la symétrie par rapport 4 une droite, il s’agit de la syméirie ortho-
gonale dont cette droite est I'axe.

PREMIERE PARTIE

Les séquences 1 et 2 éclairent, en les prenant au niveau de la pratique en classe, des outils et des situations de la
géométrie du triangle et du cercle.

Cette mise en place se relie, dans la séquence 3, a la résolution de problémes de construction.

1. Orthocentre et cercle circonscrit

Etant donné un triangle ABC et son cercle circonscrit T, on désigne par :

O le centre de I, -
H le point de concours des hauteurs du triangle (orthocentre),
G le point de concours des médianes (centre de gravité).

Soit & prouver, de différentes maniéres, 1’égalité :
OH = OA + OB + OC.
1.1. On pose h = Ol — OA —6ﬁ - ocC.
Considérant successivement chaque c3té du triangle, établir que T est la somme de deux vecteurs orthogonaux

a ce cbté. En déduire que h = 0.

i - ..

1.2. Exprimer b & Vaide des seuls points O, 11, G et montrer que h = 0.
1.3. Le point A, étant déhni par (—)X, - —OAectle point H étant supposé distinct de B et de C, examiner 1a nature

-

du quadrilatére BA,CH et en déduire que % =0.

Prouver que le symétrique de H par rapport a la droite BC est sur I'.

1.4. Prouver que I’égalité OA + OB + OC = 0 caractérise le triangle équilatéral.

2. Milieux d’arcs

Etant donné un triangle ABC, les demi-droites d'origine A qui portent les cdtés AB et AC s’échangent entre:
elles dans une symétrie dont ’axe est par définition la bissectrice en A du triangle; on définit de méme les deux autres
bissectrices. On note encore I le cercle circonscrit au triangle, et O son centre. Les trois bissectrices recoupent I’
respectivement en A’, B, C'.
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2.1. On veut comparer les distances de A’ 4 B et & C en ne se servant que des propriéiés des symétries.

Soit E le symétrique de C par rapport a 1a médiatrice du segment AA’.

Montrer que E est un point de I, que les droites AB et A’E sont paralidles, que les segments A’B, AE et A'C
ont méme longueur.

Ainsi A’ est sur la médiatrice de BC; a quelle propriéié du cercle ce résultat est-il li¢ ?

2.2. On désigne par 1 le point de concours des bissectrices du triangle ABC.
Quelles sont les images des droites Al et Bl dans la symétrie d’axe A’B’ ? Quelle est 'image de 1 daus cette
symétrie ?
Quel réle joue le point 1 dans le triangle A'B'C’ ?
3. Etude de problimes de construction
On se bornera 4 donner une marche a suivre et 3 préciser les conditions de possibilité et le nombre des solutions.

Le cercle 1" étant donné, déterminer dans chacun des cas qui suivent un triangle ABC admettant I' pour
cercle circonscrit.

3.1. Le sommet A et 'orthocentre H sont donnés.
3.2. Les intersections des bissectrices du triangle avec 1® sont trois points donnés A, B’, C'.
3.3. Les médiatrices des c8tés du triangle sont trois diamétres distincts donnés de I'.

3.4. Les cdtés du triangle sont paraliéles & ceux d'un triangle donné A B,C, .

Les problémes 3.3. et 3.4 sont équivalents; on se servira pour 3.4 du cercle Ty circonscrit au triangle ABC,
et d'une transformation changeant I'y en T,

DEUXIEME PARTIE

Le plan est orienté. Par des moyens nouveaux (similitude directe et outil complexe) on approfondit dans la
séquence 4 'étude de configuration commencée dans la séquence 2. Les séquences 5 et 6 constituent deux problémes
indépendants sur un méme théme.

4. Configuration de deux triangles ¢t similitudes

On reprend avec les m&mes notations la configuration de ls séquence 2, formdée par le cercle I’ et les huit
points A, B, C, O, A’, B, C, I.

4.1. On note s, la similitude directe définie par les conditions :
s(B)=C, s(C)=8B.
Etablir, par des considérations d’angles, que s, (A) = L

Prouver que A’ est fe centre du cercle circonscrit au triangle BCI; en déduire que s,(0) = A’

.

En exprimant de deux manitres le rapport de similitude, démontrer 'égalité e =7 .

Al

(IR

ol R désigne le rayon de I' et r 1a distance de 1 i 1a droite BC.
En déduire la relation OI* = R* - 2R .

4.2. On suppose qu'on est dans Je plan complexe, que O est l'origine de ce plan et I’ le cercle unité; les affixes
a,bc,a,b,c de A, B, C, A’, B, C’ sont donc six nombres de module 1.
Etablir les relations : @ = be, b2 = ca, ¢’ = ab, a’b’c’ = — abe.

Montrer que les six affixes sont exprimables & 1'aide de trois nombres complexes a, 8, y convenables, définis globa-
lement au signe prés, par :

a=a’, b = B2, c=y?, a’ = — By, b= —ya, ¢ = —af.
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4.3. Calculer en fonction de a, B, v, & partir des expressions précédentes de a, b, ¢, a’, b, ¢’, les cocflicients ) et p de
I'application complexe z — A z + p associée & la similitude directe s, . Vérifier par le calcul que s, (A) = L.

On note s,, s, les similitudes directes dunt les définitions se déduisent de celle de s, en permutant A, B, C, et
par conséquent aussi A’, B’, C'. Montrer que si s, est une translation, alors s, et s, sont des translations, i»
somme a + B + y est nulle et le triangle ABC est équilutéral.

4.4. On suppose que le triangle ABC n'est pas équilatéral.
Montrer que les trois similitudes s, , s,, s, admettent le méme centre qu'on note J et dont on calculera 'afline 2, .
Etablir égalité :  z,z, =1,
ot z; est I'affixe de I et z, le conjugué de z,; interpréter géométriquement ce résultat.

B'A C'A OA

T IR O

Démontrer les égalités :

4.5. Les données sont le cercle I' de centre O, un point A de I, un point I intérieur 3 I' et distinct de O.
Montrer qu’on peut déterminer sur I" des points B et C de fagon que le triangle ABC admette I pour point de
concours de ses bissectrices. (Il est conseillé de placer le point J, puis de chercher B’ et C’ .)

S. Variation d’un triangle obtenu a partir de deux cercles
Les notations A, B. C, A’, 1 sont celles des séquences 2 et 4.
Les données sont le cercle T, de centre O et de rayon R, et un cercle €2, de centre w et de rayon p, intéricur a I'.
On impose aux points A, B, C d’appartenir d I et aux droites AB, AC d’dtre tangenies & Q; en particulier {a
droite AA’ passe donc par w. On s’intéresse au point mobile .

5.1. A partir dec I'une des relations contenant r obtenues dans 4.1, établir I'égalité

' = ra - et —P— .
Al Aw = 2p R. (On comparera -~ €l —5~ )

5.2. Démontrer qu’il existe un réel k ne dépendant que des données, tel que Al =k Aa.
Que se passe-t-il si k = 17
5.3. Lorsque k # 1, on pose 00" = k Oc.

Montrer que 1 décrit un cercle de centre (' .

6. Images d’alignements par Papplication complexe z . 2*
Le cercle I est & nouveau le cercle unité du plan complexe, O est 'origine et on désigne par S I'image de 1.
On considére sur I'axe OS des réels un point F d'affixe x, , oit %, est un réel vérifiant 0 < z, < 1.
Les points U et V d’affixes a et B, avec a + B # 0, décrivent I' en restant alignés avec F.

6.1. Former une condition entre x,, «, P exprimant cet alignement.
On pourra établir d’abord que 1a relation z + af z = a + P est une équation complexe de la droite UV.

6.2. On considére sur I'axe des réels le point K d'affixe 23, et sur 1" les points M d’aflixe a?, N d'athae §2. Ou désigne
par ¢ la similitude directe dont I'application complexe associée est z s (@ + B) 2 — « .

Préciser o(U) et o(V). On pose o(F) = T.

Exprimer au moyen seulement de x, et du produit af I'affixe du vecteur KT ; démountrer que ce vecteur est
orthogonal & la droite MN et que KT = KS.

Qu’en résulte-t-il pour la droite MN quand la droite UV varie ?

6.3. On désigne par U’ le point de I' d’affixe — a.
Soit V', d'affixe ', le point de 1" aligné avec F et U’; former une relation cntre f et §'.
Soit N’ le point d’affixe p’2. Comment varie la droite NN ?



