MiINES PonTs MATHS IT PSI 2023 - CORRIGE E. DE BRAUWERE

(1)
(2)

CardS$,, = n!, donc % <1l,et R= Rcv <Z d:;c”) > Rew (an) -1

On forme une permutation avec exactement k points fixes en choisissant les k points fixes
parmi les n éléments puis, ce choix étant fait, en choisissant un dérangement de 1’ensemble
des n — k autres éléments. Par conditionnement ("lemme des bergers"), on dénombre donc
(Z) d,,—r, permutations de ce type (on admet que le nombre de dérangements d’un ensemble
E ne dépend que du cardinal de cet ensemble).

On a donc ﬁdn,k cas favorables a ’événement (X, = k) sur n! possibles, d’ou
I(n — k)!
dnfkr
PX,=k)= ———.
( ) kl(n —k)!
Les deux séries entiéres sont de rayon > 1, donc par le théoréme sur le produit de Cauchy de
+oo n +oco n
deux séries entiéres : Va €] —1,1], Z Z L Z ZP
n=0 k=0 n=0 k=0
d’aprés Q.2.
Or an(Xn: ) =1 donc s(x Zx
k=0

n
Comme Rcy (Z )= 400, le rayon de convergence de Zm" est donc > R. Or il vaut
n!
1, donc 1 > R, ce qui donne R =1 avec Q.1.

4o n

Ainsi, Vz €] — 1,1], s(z) =

" (produit de Cauchy des séries entiéres
n=0 k=0
_1)n
Z ( ') z" et Z 2", de rayons respectifs +oo et 1).
ns0 v n>0

n
Par unicité du développement en série entiére (rayon non nul), on en déduit d,, = n! E

On applique les formules de Q.2 et Q.4 : P, (X, = k) =

=0

Les permutations fixant 7 sont en bijection avec les permutations de ’ensemble des n — 1
autres éléments, d’ou (n — 1)! cas favorables sur n! possibles, d’ot P(U; = 1) =1/n. On en
déduit que U; ~ B(1/n).

Si i # j, U;U;(Sn) = {0,1}, donc U;U; suit bien une loi de Bernoulli. On a U;(o

YWj(o) =1
ssi 4 et j sont points fixes de 0. On a donc (n—2)! cas favorables, d’ou U;U; ~ B(1/n

(
(n —1)).
U; donc (linéarité de l’espérance) F(X,,) = ZE(Ul) =nx(1/n)=1.
i=1 i=1

M:

X2 =Y U+ > UU; Or U? = U;, dott E(X2) = nE(U1) + n(n — 1)E(U1Us) = n x
i=1 i#j

(1/n)+n(n—1) x w1 =2.

On en déduit V(X,) = E(X2) — E(X,)? = 1 (merci & G. Barat qui m’avait signalé une
erreur).

—_



(8)

(10)

=
Avec Q.5: P(X, =k) = k—z e ! quand n — +o00.

=0

1
On en déduit y, = y@fl

On a pour tout s € R :

et on reconnait Y ~ P(1).

n n— k
Z Z Zlkl B Z z'k:' Z Z Zl]gl
k=0 i= i+k<n m=0i+k=m
Or (= A ])g' est le terme général du produit de Cauchy des séries absolument conver-
1+k=m o ]
D
gentes : Z o et Z o
i>0 k>0

La série produit est donc elle aussi absolument convergente et

(_1)1 i —1_s
,LEIEOOGX Z Z Zlkl - Z il Z% =e et

m=0i+k=m i>0 ’ k>0

Or Y ~ P(1) donc Gy (s) = e tes, d'ou ll)gr_l Gx, (s) = Gy(s).

+o00
1
Pour tout k£ € N, on majore |z(k)—y(k)| < z(k)+y(k). donc dyr(z,y) < 3 Zx(kH—y(k) =
k=
—+oo —+oo 0
1 car Zx(k‘) = Zy(k) =
k=0 k=0

On a une somme de termes positifs, donc elle est d’une part positive, et si elle est nulle, on
aVk € N: |z(k) —y(k)| = 0, donc z(k) = y(k), ot = y. La réciproque est triviale, de
méme que la symétrie.

Pour trois distributions z, y, z, on a pour tout k |z(k) — z(k)| < |x(k) —y(k) +y(k) — z(k)| <
|z(k) —y(k)| + ly(k) — z(k)|, d’ou le résultat en sommant membre & membre.

1
dvr(px,py) = 5 (1 =2) = (A =]+ A= pl) = [A = pl.
+oo Ak
2dyr(px,m) = [(1 = A) —e | + A= Ae | + Ze”‘ﬁ On note que t — e~ ! est convexe
k=2

(dérivée seconde positive), donc et > 1 — ¢ pour tout ¢t € R. On peut donc expliciter les
valeurs absolues : 2dyr(px, ) =e =1+ A+ A1 —e ) +e Mer —1—-N) =2\(1—e7?)
(aprés simplifications), d’ott dyr(px,ms) = A1 — e™*). La méme inégalité de convexité
donne 0 <1 —e™* <\, d’oit dyr(px,m) < A2,

LI iy (-1)" et R
2vr(oxm) = g2 |t 2 G
k=0|"" i=0 k=n+1

n—k P +oo ;
1 (—1)7' 1 1 (_1)1 : .
Ork!<z A —e )Zk! Z A , et on a bien :

=0

n 1 —+oo (_ —+oo
2dvr(px,,m) = ZE i tet >
k=0 li=n—k+1 ’ k=n+1



+oo 1
(14) , :;)(HTH@)!' Or (n+1+k)!=m+Dn+2)...(n+k+1) > (n+1)!(n+2)"
(k facteurs aprés (n + 1), tous > (n + 2).)

Dot 7, <
ot Tn = (n+1)!kz_0(n+2)k
En particulier, r, > m, donc

+oo
1 1 1
1< Dlr, < = — 1. D’ou r,, ~ .
< (n+Dhr *kzzo(nw)k (= 1/n+2) O T ™ )

(NB : il n’est pas utile d’invoquer Stirling dans ce contexte.)

—1) 1
(15) La suite ( ,') est de signe alterné, sa valeur absolue 5 décroit et tend vers 0, donc on peut
7! 7! . '
. - - ) - (-1 1
appliquer le théoréme des séries alternées, et en particulier E - < .
A i (n—Fk+1)!

On en déduit :

“+o00 i n n+1 n+1
Z ! 2. : i'l) = k'(n—lk:—i—l)' = k;'(n—l—ll—k:)' - n+1 ! Z <n+1>
i=n—k+1 k=0 """ T k=0 '
2n+1
(n+ 1)
“+o0 -1

1 e
D’aprés Q.14, e~ ! ——~

| |

W ko (n+1)!
277,
Les deux termes du membre de droite de Q.13 sont donc dominés et dyr(pxn,m1) = O(m
n !

(16) Pour tout k € N, z *xy(k) € N.
De plus, z*xy(k) est le terme général du produit de Cauchy des séries Z x(z) et Z y(j), qui

“+oo
sont absolument convergentes et de somme 1. On en déduit que Z xxy(k Z Z y(j) =
k=0 1=0

1.

(17) On considére le systéme complet d’événements (X = i),eny et on applique la formule des
probabilités totales :

+oo k
pxsv(k) = P(X+Y =k) =Y P(X+Y =k X =i)=)» PX =iY =k—i)=
1=0 =0
k
pr(i)py(k’ —14) car X et Y sont indépendantes.
1=0

On a donc pxyvy (k) = px = py (k).

(18) Onawxy(k) —uxv(k) = Y @(@)y(j) —ulijv() = Y (@) —u(@)y(j)+ul@)(y(F) —v())

i+j=k itj=k
et par inégalité triangulaire : |z xy(k) —uxv(k)| < Z y(3)|x(@) — w(@)| +u@)|y(g) —v()]
it+j=k



(19)

(21)

(22)

Encore des produits de Cauchy ! Les séries Zy(g ) et Z |z(7) — u(i)| sont absolument
§>0 i>0
+oo
convergentes (positives), de sommes respectives 1 et 2dyr(x,u), donc Z Z x(i) —
k=0i+j=k

u(i)| = 2dyr(z,u).

+oo
De meme, S 3 u(i)ly(j) — v(j)| = 2dvr(y,v)-

k=0i+j=k
En sommant les deux membres de Q.18, il vient aprés simplification par 2 : dyr(z*y, uxv) <
dyr(z,u) + dyr(y,v).
On se donne n variables indépendantes X1, ..., X, de loi B(X).
Alors S, = X1 4 -+ + X, suit la loi B(n, \). (Justification : fonction génératrice Gx, ()™ =
(L=p+pt)".)
De méme, on se donne n variables indépendantes Yy, ..., Y, de loi P(\). Alors Z, =
Y] + - + Y, suit la loi P(n)). (Justification : fonction génératrice Gy, (t)" = e"s=1).)

En utilisant Q.19, on peut démontrer par récurrence sur n que dyr(Dx,+-+X, s Dyi+-+Y, )

Z dvr(Pxys Py )-
k=1

n
Or ps, = pu et pz, = T, donc d’aprés Q.12 : dyr(py, Thy) < Z =n\2.
1

Comme o >0 et n > |a],onal < < 1, donc B,, est bien définie. En appliquant Q.20
n

a
avec A = —, il vient :
n

2

dvr(pB,,Ta) < % — 0 (quand n — +00).
k
Or par définition, pour tout k, |P(B, = k) — e""%| < 2dyr(ps, , donc lir_P P(B,=k) =
! n——+oo
_q0F
(& F

On se donne comme & Q.21 une variable binomiale (', de paramétres n et é, dés quen > |8].
n
On supposera que n est assez grand pour que B,, et C,, soient bien définies.

On procéde comme en Q.20 en considérant n variables indépendantes X; de loi B(a/n) et n
variables indépendantes Y; de loi B(S/n), de sorte que pp, = px,+..x, €t PC, = Dyy+-+Y, -

D’aprés Q.20 et Q.11, on a

= | =3l

dvr(pB,:pc,) < ndvr(px,,py;) =n -
Or par inégalité triangulaire (Q.10) :
dvr(ma,ms) < dvr(Ta,pB,) + dvr(pB,,pc,) + dvr(pc,, Ts) donc

dyr(na,mg) < |a — B+ dvr(ma, pB,) + dvr(pc,, 78)-

On fait tendre n vers 400 : dyr(ma,pB,) et dyr(pc, ,mp) tendent vers 0 d’aprés Q.21, donc
dvr(Ta,mp) < o — B



