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A. Propriétés du polynéme p, et stabilité des racines'

1
1. L’identité po(z) = 2"p (—) valable sur R* est immédiate.
x

Pour tout x € R, on a
n
— a0 [~ ay).
J=1

Par suite, pour tout x € R*, on a

n 1 n
= n n —_ N = n 1_ y
T) = apT ]1;[1 (a: cg) a ]131( a;r)

cette égalité est clairement vraie en x = 0.

Par conséquent,

ﬁ 1—041

1
2. Supposons que : p A pg = 1. Si p posséde une racine stable a, alors @ # 0 et — est une
o
1
racine de p. Comme — est une racine de py d’aprés la question précédente, on déduit que
Q@

l est une racine commune a p et py et donc le polynéome X — l divise p et pg : ceci est
gburde car les deux polynoémes en question sont premiers entre%ux, donc p n’admet pas
de racine stable.

Réciproquement, supposons que p ne posséde pas de racine stable. Comme p et pg sont
scindés sur R en vertu de la question précédente, il suffit alors de montrer qu’ils n’ont

pas de racine commune. Supposons par I'absurde que a € R vérifie : p(a) = po(a) = 0,
1

comme pg(0) # 0, a est non nulle et done, par la question précédente, p | — | = 0 ce qui
a

prouve que « est une racine stable de p : absurde. D’ou le résultat demandé.

3. Les racines aq,...,a,, de p sont, par hypothése, non nuls, deux & deux distinctes et stables.
1

Ainsi, PRy sont aussi les racines de p et donc, par la question 1, aq,...,a,, sont les
racines dle Po- Comme p et pp sont de degré n chacun, ils sont associés et donc il existe
A € R tel que : p = Apg. Par comparaison des coefficients dominants de p et py, on a :
a, = Aag et par comparaison des coefficients constants, on a : ag = Aa,. D’ou, on a :

» = Ma, et comme a, # 0, on trouve que : A> = 1, ceci achéve la démonstration.



4. Soit x € R*, par la question précédente, on a
h(z) = Mapy(x)
1 1
= Anz"p (—) — X"y (—)
x x
= p(a) = A () () (deg(p) = n—1).

Les deux polynémes h et np — A (p'), coincident sur R* donc ils sont égaux.

Par ailleurs, pour tout x € R*, on a

i = (1)
— " (np (é) - /\xnllp'(x))

= npolz) — dap'(z)
= XNnp—uazp').

Les deux polynomes hg et A (np — Xp') coincident sur R* donc ils sont égaux, d’ou le

résultat escompteé.

5. Par hypothése, le polynome p admet n racines distinctes : o < ... < ay,. Soit j € [1,n—1],
p est continue sur [, aj41], dérivable sur Joy, a;4q[ avec p(o;) = p(ej41) = 0 donc, par
application du théoréme de Rolle, il existe u; €|ay, aji1] tel que : p'(a;) = 0. Ceci fournit
n racines distinctes de p’ : u; < ... < p,_1, comme p’ est de degré n — 1, il est alors scindé
sur R.

Comme h = Xp/, h est scindé sur R et, par la question 1, hg est scindé sur R. Supposons
que h et hg possédent une racine commune «, donc, par la question précédente, Anp(a) = 0
et par suite p(a) = 0, ceci montre que « est non nulle car les racines de p sont stables.
D’autre part, on a h(a) = ap’(a) = 0 donc p/(a) = 0. Par conséquent, a est une racine
double de p ce qui est aburde. On conclut que : h A hy = 1.

Soulignons que p’ est scindé sur R et soit () un polynéme divisant p’ et (p')o. Ainsi, @
divise Xp' = h et, par la question précédente, @ divise (p')o. On en déduit que @ divise
np donc divise p et par suite il divise hy. Par conséquent, () est un diviseur commun & h
et ho donc il est constant, d’ot : pA (p')g = 1. Le polynéome p’ n’admet pas alors de racine

stable en vertu de la question 2.

B. Liberté d’une famille de polynﬁmes'

6. Supposons qu’il existe deux entiers ¢ et k tels que : 1 <i < k < n et a;a = 1.
n

eSij=1 fi= anH(l — oy X) et par suite fi(a;) =0 (k> 2).

=2
n—1

eSij=n, f,= anH(X — qy) et par suite f,(a;) =0 (1 <i<n-—1).
=1



eSi2<j<n—1ona: fj(a;) =0lorsque 1 <i<j—1letsii>j onak>1idonc
k> j+1 ce qui fournit : f;(a;) = 0.

On conclut que «; est racine de chaque polynéme f;, j =1,...,n.

Supposons que la famille (fi, ..., f,) est libre, comme il s’agit d’une famille de polynomes de
R,_1[X] de cardinal n = dimR,,_;[X], la famille (f1,..., f,) est alors une base R,_1[X].

En particulier, il existe aq,...,a, € R tels que : 1 = Zal fi(X), ceci fournit alors :

=1
n

1= Z a,fi(c;) = 0 : absurde. Il en découle que la famille (fi, ..., f,,) est libre.
=1
. Soit f € E, il existe alors P, Q € R[X] tels que

P N
f==, avecQ= | I(1—aiXﬁi),
Q i=1

ou S, ..., B, € N.

Fixons j € |1,n], on a,

Qo) (1 — oy X)P(X) — (1 — af) P(a;)Q(X)
Q(a;)(X — a;)Q(X)

Notons que Q(a;) # 0 car sinon, il existerait un entier 1 < k < n tel que a oy = 1,

Bi(f) =

dans ce cas, a; et — seraient des racines de p ce qui absurde car p n’admet pas de racine
a .
J

stable. Maintenant, posons

S = Q(ay)(1 - a;X)P(X) — (1 - a2) P(a;)Q(X) € RIX].

J
Comme S(a;) = 0, il existe un polynéme R; € R[X] tel que : S = (X — a)R; et par suite

R(X)
Q(a;)Q(X)
La linéarité de P;(f) est immédiate donc : P; € L(E).

Py(f) = €F.

D’autre part, si P;(f) = 0 alors f est de la forme avec A € R et par suite,

1
X—Ozj

ker(P;) C vect ( >, comme P;( ) =0, o0n a

X — Q;
1
ker(P;) = vect (X ) .

. Soient j € |1,n] et g € E. On obtient immédiatement

(X —aj)g
p (29
J ( 1-— OéjX g
. Montrons, par récurence finie sur j € |1, n[, que la fmaille (f1, ..., f,) est libre.

Soulignons d’abord que si 1 < k < n, alors, par la question précédente, on a

(X —aq). (X — ag) (X ) (X =)
B ((1 — o X)..(1— akHX)) T (1= X)) (1 —apa X))




10.

On en déduit que

PoP ( (X —a1)..(X — ) > - (X — a3)..(X — o)

(1—0[1X)...(1—O[k+1X) 1—O{3X)...(1—O{k+1X).
Par une récurrence immédiate, on obtient

(X —ay)...(X —ay) ) _ 1
(1 — OélX)(l — Oék_HX) 1-— Oék_;,_lX'

(%) Pko...opl(

Soit j = 1, le polynéme f; est non nul donc la famille (f;) est libre. Soit 1 < j7 < n
et supposons que la famille (fi, ..., f;) est libre. Montrons que la famille (fi, ..., fj+1) est
libre.

Soient by, ...,bj11 € R tels que

bifi+ ... +0ifi +bjs1fit1 =0,

n
en divisant cette inégalité par H(l — «;X), on obtient
i=1

Jj+1

=1

ou encore
Jj+1

(X—Oéi_l) .
Zb ].—OélX (].—OQX) =0

En appliquant I'endomorphisme P; o ... o P; aux deux membres de la derniére égalité

ci-haut et en utilisant 'identité (%), on obtient
b,
1-— aj+lX

Par suite, b;;; = 0, donc : by f1 + ... + b;f; = 0. Il découle de I'hypothése de récurrence
que :
blz...:bj:bj+1:0

ce qui implique que la famille (fy,..., fj+1) est libre. En conclusion, la famille (fi, ..., f,)

est libre.

C. Expression de la matrice J(p)

Un calcul routinier fournit
Vkelin—1, %= (0unrj)icijen et (ST = (0ipj)1<ijcn.

En outre,
Vk>n, S"=(ST)k=



11.

12.

13.

Notons E; le i vecteur de la base canonique de M, 1(R) dont les coefficients sont tous

nuls sauf celui & la position ¢ qui vaut 1. Il vient que :
(U.S"U,....(ST)"'U) = (B4, Bs, ..., E,)

d’ou le résultat.
Notons d’abord que les B; sont des polynomes en S donc ils commutent deux & deux, de

méme pour les B} Il en est de méme pour les C; ainsi que pour les C7. Par ailleurs, on a
J(p) = po(S) po(S) — p(S)"p(S5)
J=1  j=1 =1 =1

De surcroit, si j € [1,n], alors on a

F(S)TCTCif;(S) — f;(S)"BIB; f;(S) = (HBk H 0k>0T0 H OkHBk
k=1

k=j+1 k=j+1
- (HBk H C’k>BTB H (JkHBk
k=1 k=j+1 k=j+1

- ol e T
k=1 =J =J

-l I e T el

k=j+1 k=j+1

On obtient alors, par téléscopiage,
ij T (CTC; - BYB)) ,(5) = HCkTHCk HBkHBk
k=1 k=1
= J)
Soit j € [1,n]. Un calcul routinier fournit : ST'S = (a;;)1<i<n avec

0ig, si2<i,l<n
Q5] = ..
: 0, sii=1,l=1,...n

Comme UU? est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui & la position
(1,1), on déduit que

C/C;—B/B; = (I, —a;S") (I, — ;5) — (S" — o 1,) (S — o1,
= (1- a?)([n —S79)
= (1-a)UU".

En combinant les questions 11 et 12, on obtient

J(p) =) (1= a;)*f;(S)"UUT f5(S).



Soit V' la matrice de M,(R) dont la j*™¢ colonne est V; = f;(S)TU ou j € [1,n], alors
V; = VE; ou Ej est le 7™ vecteur de la base canonique de M, ;(R).
On a

Jp) = > (1=
j=1
= > (1-)VEEV"

j=1

= VY (1-a)EE[V
j=1

= VDV.

14. Supposons que p admet une racine stable «. Si cette racine vaut 1 ou —1 alors la matrice
diagonale D définie dans la question précédente est non inversible ce qui implique que Jp =
VDVT n’est pas aussi inversible. Sinon, par définition d’une racine stable, il existerait
deux indices 1 <17 < k < n tel que : @ = a; et o = 1. Il résulte de la question 6 que
la famille (f1, ..., f) est liée, ceci se traduit par I'existence de n réels : ay, ..., a,, non tous
nuls tels que

arfi+...+afn=0.

Par suite,
a1 f1(S)'U + ... + a, £ (S)TU = 0.

On en déduit que les vecteurs volonnes de la matrice V' sont liés et par conséquent V' n’est

pas inversible. On conclut que J(p) n’est pas inversible.

D. Cas ou J(p) est inversible : critére de Schur-Cohn

15. Soient A, B deux matrices congruentes de M,(R), c’est a dire, A = PTBP ou P est une
matrice de GL,(R). Soit F un s.e.v de M, 1(R) vérifiant la condition Ca, alors XTAX > 0
pour tout X € F\{0}. Par suite, (PX)TB(PX) > 0 pour tout X € F\{0}.

Posons,

G=P(F):= {PX: XEF},
ainsi le s.e.v G est I'image de F' par I'automorphisme u : X € M, ;(R) — PX, donc :
dim(G) = dim(F') et on a :

vY € G\{0}, YTBY >0.
On en déduit que
{ dim(F)|F s.e.v de M, 1(R) vérifiant (C4)} C { dim(F)|F s.e.v de M, ;(R) vérifiant (Cp)}.

I en découle que : d(A) < d(B).
Comme B = QTAQ ou Q = (P71)T € GL,(R), on obtient de méme, d(B) < d(A), d’oi :
d(A) = d(B).



16. Soit M € S,(R). Si M n’admet aucune valeur propre strictement positive, alors m(M) =
0 et l'espace vectoriel Fj; = {0} répond a la question. Sinon, on note : A\; > Ay >
. > A\, la suite décroissante des valeurs propres de M et on suppose que ses valeurs
propres strictement positives sont : Aq,..., Ay avec 1 < k < n. Fixons, de plus, une base
orthonormale (vy, ..., v,) de M, 1(R) formée de vecteurs propres de M tels que : Mv; = Av;
pour tout i = 1,...,n. Soit Fjy = vect(vy, ..., vx), alors Fys est de dimension k = 7(M) et
on a
k
VX € Fy\{0}, X"MX =) X2\ >0
i=1
Par conséquent, le s.e.v F), satisfait la condition (Cyy).

17. La formule de Grassmann fournit
dim (Fy; N G) = dim (Fy;) 4 dim(G) — dim (Fy; + G) .

Par suite,
dim(FﬁﬂG) >n—a(M)+mx(M)—n>0,

et donc : dim (F LN G) > 1. En particulier, on peut choisir un vecteur X non nul dans
Fi; N G, cela veut dire que, d’'une part, XTMX > 0 car X € G et d’autre part, en

conservant les notations de la question précédente, on a

XTMX =) (X v\ <0
i=k+1

car X € Fj;, ceci est manifestement contradictoire.
En conclusion,

VM € Su(R), w(M) = d(M).

18. On suppose que J(p) est inversible. Par contraposée du résultat de la question 14, p ne
posséde aucune racine stable. Par ailleurs, d’aprés la question 13, on a : J(p) = VDVT
ou D = Diag ((1 — a?))lgjgn et D est, dés lors, inversible.

De surcroit, J(p)T = VDVT = J(p) et donc J(p) € S,(R).

On en tire que

7(J(p) = d(J(p) (question 17)
= d(D) ( question 15)
= 7n(D) (D€ S,(R)).

Comme D est une matrice diagonale, (D) est 'ensemble des coefficients diagonaux de D
qui sont strictement positifs, ceux-ci sont tout simplement les racines «; de p telles que :
|Oéj| < 1.

On déduit aussitot que



19.

20.

21.

22.

E. Condition nécessaire et suffisante d’inversibilité'

On suppose que p n’admet pas de racine stable, en particulier, 1 et —1 ne sont pas des
racines de p (car elles sont stables) et donc la matrice diagonale D de la question 13
est inversible. En supposant, de plus, que J(p) n’est pas inversible, on déduit que V
est nécessairement non inversible car det (J(p)) = det(D) det(V)?. Par conséquent, les
vecteurs colonnes de la matrice V' sont liés, ceci se traduit par l'existence de n réels

b1, ..., b, non tous nuls tels que
bifi(STYU + ... + b, fu(STU =

En posant
ij E R, - 1{ }

on voit que ¢ est non nul et que : ¢(ST)U = 0.

Par la question 18, on a, si J(p) est inversible alors p ne posséde aucune racine stable.
Réciproquement, supposons que p ne posséde aucune racine stable et montrons que J(p)
est inversible. En effet, si ce n’est pas le cas, il existe, par la question précédente, un
polynéme : ¢(X) = by + b X + ... + b, 1 X" ! € R, 1[X] non nul tel que : ¢(ST)U = 0.

Par suite,

(boly + 015" + ...+ by g (ST U = , = 0.

bn—l

I1 s’ensuit que ¢ est nul ce qui est aburde. Ainsi J(p) est inversible, d’ou le résultat

prononceé.

F. Un cas particulier'

On a 0 est une racine de h qui est manifestement non stable, les autres racines de h sont
celles de p’ qui sont, en vertu de la question 5, non stables. Par suite, h ne posséde aucune

racine stable et donc, par la question 20, J(h) est inversible.
On a, pour tout r > 0,

n

p(rX) = a, H(TX — ;) = apr" ﬁ ( )

=1 i=1

o
Par suite, si 0 < 7 < 1 et v une racine de p telle que |a| > 1 alors ‘—‘ > 1.
r

Posons maintenant

p=max {|a| : «a racine de p dans ] —1,1[}.



23.

24.

Sir €]u, 1] et si « est une racine de p dans | — 1,1[, on a ‘g‘ < 1. Par conséquent, avec
le choix de r €]u, 1], le nombre des racines de p(rX) a l'intérieur de U'intervalle | — 1,1]
est égal au nombre des racines de p dans 'intervalle | — 1, 1], & savoir o(p).

Supposons maintenant que le polynéme p(rX) admet une racine stable «,., alors ra, et

r . . . .
— sont deux racines de p, donc il existe deux racines de p : a et o tels que
Ay

c’est a dire
re{y|aa'|: a,a racines de p}.

L’ensemble J = {\/ laa’| @, racines de p} étant fini, on pose

1, sinon.

5= { max JN|u, 1[,  si JN|u, 1[# O

Par suite, si r €], 1], p(rX) est scindé, posséde o(p) racines dans | — 1, 1] et n’admet pas

de racines stables. Pour conclure, il suffit alors de poser
n=1-p5
Soit r €]1 — n, 1], le polynome p(rX) ne posséde pas des racines stables, donc, par les

”(Z%%ﬁ””):”(rir””)'

Comme F'(r) est inversible, ses valeurs propres sont non nulles, or r — 1 < 0, donc

question 20 et 18,

ﬁ(l Fm):n—ﬂwv»:n—aww»:n—dm.

r—1
D’ou le résultat escompté.

L’application F' est une fonction vectorielle, c’est précisément une fonction matricielle,
dont les fonctions composantes sont des polynémes en r donc elle est dérivable, et méme
de classe C*, sur R* . En posant : Q(X) = p(rX), on voit que
Qo(z) = 2"p <£> =1"po <£> :
r r
Comme p = Apg, on obtient

n (T
Qo(z) = M"p (;) .
Par conséquent,

On en déduit que

rio = e (3Y o(3) o {2 () 9 3) - ) ()

— p(r9)TSTp(rS) — p(rS)p'(r9)sS.
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25.

26.

Il en résulte que

F'(1) = 2np(S)"p(S) —p'(S)"S"p(S) — p(S)"'Sp'(S) — p'(S)" ST p(S) — p(S)"p'(S)S
= 2np(S)"p(S) — 257p'(5)"p(S) — 2p(5)"P'(S)S.

Soulignons que S commute avec tout polynéme en S, de méme pour ST mais : S et ST
ne commutent pas!.

En utilisant la question 4, on obtient
J(h) = ho(S) ho(S) — h(S)"h(S5)
= [np(S)" = ASTP(S)"] [Mnp(S) — ASP'(S)] — p'(S)" ST Sp(S)
= n’p(S)"p(S) — np(S)"Sp'(S) = nSTP(S)"p(S) + STP'(S)" SV (S)

— P(9)TSTSTSY(9)
= n°p(S)"p(S) — np(S)'P'(S) — np(S)'p'(S)S — nSTp'(S)" p(S)
— 2FP(1).
2
Par ailleurs, comme p = Apg, on a J(p) = F(1) = 0 et donc,
n nF(r)—F(1) n_,
2(r—1)F(1>:§ r—1 :1>§F (L)

Il en résulte immeédiatement que

F(1) = J(h) + o(1).

Les questions 20 et 22 nous disent que F'(r) est inversible pour r dans un voisinage de
1~ et la question 21 nous assure que J(h) est inversible. Par conséquent, 0 n’est pas une
valeur propre de J(h) ni de F(r) lorsque r est dans voisinage de 1.
Notons Ay (1) > ... > Ae(r) > 0 > Apya(r) > ... > A\, (r) la suite des valeurs propres de
U(r) =

(r) 2(r—1)

R™ de la norme || ||, et en utilisant le résultat admis dans I’énoncé, on voit que

F ( ) et Ay > ... > A, la suite des valeurs propres de J(h). En munissant

)\j(T) — )\ jI 1,..,77,.

r—1-

D’autre part, si j € [1, k[, A;j(r) > 0 donc A; > 0 or A; # 0 donc A; > 0.
Sije]k+1,n], \j(r) <0donc A\; <0or \; #0 donc A; <O0.

On en déduit que :
7(U(r)) ==n(J(h)), r—1".

Ceci, combiné avec les résultats des questions 23 et 25 donne
(1) n—o(p) =m(J(h)).

Par la question 18, comme J(h) est inversible, on a w(J(h)) = o(h) et puisque h = Xp/,
o(h) est égal & o(p’) + 1 car 0 est une racine de h dans | — 1, 1[. Par suite,

(2) w(J(h) =1+a(p).
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En combinant les résultats des questions 5 et 18, on obtient

Finalement, (1), (2) et (3) donnent

o(p) =n—1=n(J({p))

G. Méthode générale'

27. Le polynome f étant le plus grand diviseur commun de p et pg, il détecte les racines

stables lorsqu’elles existent. Ainsi, si « est une racine stable de p de multiplicité k, € N*

1 1\
et que — est une racine de multiplicité k., , alors : (X — a)mo‘ (X — —) est un facteur
o o

de f ou : my = min(k,, k).
Par conséquent, g ne contient aucune racine stable de p. Il vient, par la question 20, que
J(g) est inversible et, par la question 18, on obtient : o(g) = 7 (J(g)).

28. Si p n’admet pas de racine stable alors f = 1, dans ce cas, p=getona: o(p) =7 (J(p)).
Sinon, comme les racines de f sont, par construction, celles de p qui sont stables, on
décompose f en des polyndémes dont les racines sont stables et de multiplicité 1, que 'on

appelle : g1,...,g; ou | € N*. Par suite, f = ¢;...g; et donc

P=4g1---919-

Par ailleurs, on a
!

a(p) =olg)+ > alg).

=1

D’autre part, si k € |1,1], chaque g satisfait aux conditions de la partie F, donc

o(gx) = deg(gr) — 1 =7 (J(g3)) -
Soulignons enfin que
!
Z deg(g;) = n — deg(g).

i=1

En conclusion, on a

o(p) =7 (J(g)) +n—deg(g) =1 =Y w(J(g)).

i=1



