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Adrien JOSEPH

Préliminaires

1. On dispose de d € N* tel que 2% = 1. Donc |zd| =1, d.c. [2|7 = 1. Or || est un réel positif. On en déduit que .

2. Comme ¢% = I,,, X% — 1 est un polynéme annulateur de ¢g. On en déduit d’une part, comme le polynéme complexe

X% 1 est scindé & racines simples, que ’ g est diagonalisable |, et d’autre part que le spectre de g est inclus dans ’ensemble

des racines de X — 1, i.e. lles valeurs propres de g sont des racines d-iemes de ['unité ‘

3. (a) Montrons que {k € [1,m]; q | k} = {Eq; le |1, LmJ } Soit k € [1,m] tel que ¢ | k : on dispose de £ € Z
q 1]

m
tel que k = fq. Alors £ = — > 0 donc, comme £ est entier, £ > 1. D’autre part, { = — < — donc, comme ¢ est entier,

< VZJ Finalement, {k € [1,m]; q | k} C {Eq; le {1, {7:; } Montrons 'autre inclusion : soit £ € [[1, {ZLH] et

posons k = £q. Alors ¢ divise k, et 0 < k < —¢q, donc comme k est un entier, 1 < k& < m. D’ou la seconde inclusion. On

en déduit que l'application ¢ € [{1, LmH} — lq € {k € [1,m]; q | k} est bien définie et surjective, et comme ¢ # 0, elle
q

est injective. C’est donc une bijection. On en déduit que | card({k € [1,m]; q | k}) = {mJ .
q

3. (b) Signalons que les sommes infinies manipulées dans cette question sont & support fini (seul un nombre fini de
termes sont non nuls). On écrit :

m m “+oo
vg(m!) = vy (H k) = qu(k) = Zicard({k € [1,m]; vy(k) = i}).
k=1 k=1 i=1

Or, pour tout i € N*, {k € [1,m]; ¢' | k} = {k € [1,m]; vy(k) =i} U {k € [L,m]; ¢""' | k}, la réunion étant disjointe.

D’apres la question précédente, on en déduit que pour tout i € N*, card({k € [1,m]; vq(k) =1i}) = V}J - {ZﬁlJ . Ainsi
q q

(rappelons que les sommes sont & support fini) :

o =[] ) -2 (7] ) - e - e ]+ )

i=1 i=1 =0 i=1

+oo
. m
ce qui montre que | vy(m!) = {J )

1 Eléments d’ordre fini de GL,(Z)

1. D’apres les questions 1 et 2 des Préliminaires, g est diagonalisable et ses valeurs propres sont de module 1. En notant
A et p ses valeurs propres (comptées avec multiplicité), on en déduit que Tr(g) = A + p puis que | Tr(g)| < A+ |u] =2 :
| Tr(g)] <2}

2. En reprenant les notations de la question précédente, on dispose d’une matrice inversible P € GL3(C) telle que
g = PDiag()\,,u)P_l. Puisque X\ et p sont réels et que leur module vaut 1, on en déduit que \> = p? = 1. Donc

g*> = PDiag(\}, u?)P~! = PI,P~! = I, donc d divise 2 puis | d € {1,2} |



3. On sait que y, = X? — Tr(9)X + det(g). Comme g n’a pas de valeurs propres réelles, le polynome réel x, de degré
2 a un discriminant strictement négatif : Tr(g)?> — 4det(g) < 0 Or, g étant diagonalisable, en reprenant les notations de
la question 1, det(g) = Ap. Comme A et p sont de module 1, on en déduit que |det(g)| = 1, et comme det(g) est réel,
det(g) € {—1,1}. Sachant que Tr(g)? < 4det(g), on en déduit que det(g) = 1 puis que Tr(g)? < 4, et comme Tr(g) est un

entier, Tr(g) € {0,—1,1}. Finalement, [x, € {X*+1,X*+ X +1,X* - X + 1} |

4. Remarquons que comme Y, est un polynéme réel, on a ’alternative suivante : ses racines sont réelles ou sont complexes
non réelles conjuguées, donc les questions 2 et 3 traitent tous les cas. Pour répondre a la question 4, on peut donc distinguer
les quatre cas suivants.

o Cas 1 : les valeurs propres de g sont réelles. Alors d’apres la question 2, d € {1,2}.

e Cas 2 : xyg = X?+ 1. Alors x, = (X —4)(X + i), donc g est semblable & Diag(i, —i), donc g* est semblable &
Diag(i, (—=i)?), i.e. g* est semblable & I, donc est égale & I, donc d divise 4 : d € {1,2,4} (notons que comme g
est semblable & Diag(i, —i), d ¢ {1,2}, donc d = 4, mais cela nous sera inutile).

o Cas 8 : xg = X2 4+ X 4+ 1. Alors Xg = (X — j)(X — j), donc g est semblable & Diag(j, j), donc g> est semblable &
Diag(j3,33) =I5, donc ¢° = I i.e. d divise 3 : d € {1,3} (de méme, on peut montrer que d = 3).

e Cas 4 :xg= X2 =X 41. Alors x, = (X — "™/3)(X — e~""/3), donc g est semblable & Diag(e™3,e~/3), donc ¢°
est semblable & I, donc ¢ = I i.e. d divise 6 : d € {1,2,3,6} (de méme, on peut montrer que d = 6).

de{1,2,3,4,6} \

Finalement,

5. Le polynéme complexe P étant scindé, on peut utiliser les relations coefficients/racines, qui assurent que pour tout i €

Dr-1: (D" a= Y aeemsdonclal < Y falelal < Y ati=

1<k < <kn—i<n 1<k < <kp_i<n 1Sk < <kn_i<n

n—1

a”’( ) On en déduit que | pour tout ¢ € [0,n — 1], |a;| < (,)a"t )
i

n—1
6. Soit g € GL,(Z) d’ordre fini. Notons que x4 est un polynéme unitaire de degré n : écrivons x, = X" + Z a; X"
i=0
D’apres les questions 1 et 2 des Préliminaires, les valeurs propres de g sont de module 1. La question précédente assure
n
alors que pour tout ¢ € [0,n — 1], |a;| < ( ) Or, comme g est une matrice & coefficients entiers, x, € Z[X]. On en déduit
i
que

n—1 n—1
’ 3 n i n n
{Xg; 9 € GL,(Z) est d’ordre fini} C {X + ZaiX i (@, ... an_1) € H) [{—(Z), (z)]] }

=0

Comme ce dernier ensemble est fini, on a bien montré que ’ensemble ’ {Xg; 9 € GL,(Z) est d’ordre fini} est fini ‘

7. Soit g € GL,(Z) d’ordre fini. Notons z1,. .., z, ses valeurs propres (comptées avec multiplicité). D’apres la question 2
des Préliminaires, g est diagonalisable et ses valeurs propres sont des racines de P'unité. Donc pour tout k € Z, g* est
semblable & Diag(2}, ..., 25) et g* = I, si et seulement si pour tout i € [1,n], 2 = 1 si et seulement si pour tout i € [1,n],
Pordre de z; divise k. Ainsi, U'ordre de g est le PPCM des ordres des z;. En notant f Iapplication qui, a tout polyndéme
complexe P non nul dont toutes les racines sont des racines de 'unité, associe 'entier f(P) égal au PPCM des ordres des

racines de P, on en déduit que :
{d e N; 3g € GL,(C) d’ordre d} C {f(xg4); 9 € GL,(Z) est d’ordre fini}.

Comme d’apres la question précédente, 'ensemble {x,; g € GL,,(Z) est d’ordre fini} est fini, on en déduit que I'ensemble
’ {d € N; 39 € GL,(C) d’ordre d} est fini ‘

2 Sous-groupes finis de GL,(Z)

1. (a) D’apres les questions 1 et 2 des Préliminaires, g est diagonalisable et ses valeurs propres, notées z1, . . . , z,, (comptées
avec multiplicité), sont de module 1 : on dispose d’une matrice inversible P € GL,,(C) telle que g = P Diag(z1, ..., zn)P_l.

Alors A = PDiag((z1 — 1)/m, ..., (2, — 1)/m)P~!, donc ’A est diagonalisable sur C
zi—l‘ o lzil +1 2

, et comme pour tout i € [1,n],

=<1,
m

les valeurs propres de A sont de module strictement inférieurs & 1 ‘

m m




1. (b) Notons pour tout i € [1,n], \; = (z; — 1)/m. Pour tout k € N, A*¥ = PDiag(A\},..., \*)P~1. Comme pour tout
i € [1,n], |\i| < 1, la suite de matrices (Diag(\}, ..., A\¥))ren converge vers 0. Or, puisque les applications < multiplication
A gauche par P > et < multiplication & droite par P~! > sont linéaires et que M,,(C) est de dimension finie, ces deux
applications sont continues, donc la suite (P Diag(A¥,... AF)P~1);cy converge vers P x 0 x P71, i.e. A* converge vers
0. On en déduit que les n? suites des coefficients de A* convergent vers 0. Or, comme A est par hypothése une matrice
entiere, ces n? suites sont des suites d’entiers. On en déduit que toutes ces suites sont nulles & partir d’un certain rang,

2 il existe k € N tel que A* =0 ‘

donc en prenant le maximum de ces n° rangs, ceci montre qu’

1. (c) Notons IT4 le polynéme minimal de A. La question précédente assure que I14 divise X kdonc on dispose de ¢ € N
tel que Iy = X*. Or, d’apres la question (a), A est diagonalisable, donc II4 est scindé & racines simples. On en déduit

que IT4 = X, et comme IT4(A) =0, A =0. Donc .

2. (a) Soit (g, h) € G tel que les réductions modulo m des coefficients de g et h soient égales : on dispose de B € M,,(Z)
telle que g — h = mB. En multipliant & gauche par h™' et en notant A = h~'B, on a donc : A = (h=g — I,,)/m. Or
h™'g et h™! sont des éléments du groupe fini G C GL,(C), donc h™'g est une matrice entiere d’ordre fini et h~! est une
matrice entiere. Donc h™ !B est aussi une matrice entiere i.e. A € M (Z). D’autre part, m > 3. On peut donc appliquer

la question précédente : A = 0. Comme g — h = mhA, on en déduit que g = h. D’ou |'injectivité demandée ‘

2. (b) En particulier G s’injecte dans 1’ensemble M,,(Z/37Z), qui est de cardinal 37", Ainsi, card(G) < 3n’

3 Traces des éléments d’un p-sous-groupe de GL,(7Z)

. 0\ 14 B 14 B (¢—1)! (-1
1. (a) Smtke[[1,5—1]].Onremarquequek<k>—kk!(g_k)!—(k_l)!(g_k)!—E(k_l)!(g_k)!—ﬁ(k_l) donc

¢ divise k ((

k:) Or, comme k € [1,£ — 1] et £ est un nombre premier, £ et k sont premiers entre eux. D’apres le lemme de

14
Gauss, on en déduit que ( k) est un multiple de £ |.

¢
14
1. (b) Soit (z,y) € R? tel que 2y = yx. D’apres la formule du binéme de Newton, (z + y)* Z (k‘) f=kyk donc
k=0

-1
4
(x+7y) — (" +¢°) = Z (k) z'~*y*. La question précédente assure alors que | (z +y)° — (x* 4+ y*) € (R,
k=1

n n
2. Onécrit : det(A+B)—det(A) = Z g(o) (H (@i o) + bio)) — H ai,g(i)> . Or, pour tout o € &,,, le développement

cc6, i=1
n

de H (aw(i) + bm(i)) donne 2" termes (de n facteurs chacun); parmi eux, seul le terme Hai,o(i) ne contient aucun
i=1 i=1
facteur issu de B : les 2™ — 1 autres termes font apparaitre, parmi leurs n facteurs, au moins un coefficient b ,o(j) venant

de B, et comme B est inclus dans l'idéal I, ces 2" — 1 termes appartiennent a I : H a5 0(i) + bi,o(i) Hal o (4)
1=1

Comme [ est un sous-groupe de R, on en déduit que finalement que Z elo (H i o (i) + b G(l — H ai’a(i)> el ie.
1=1 3

oceS,

| det(A + B) — det(4) € ],

3. On applique ici la question 1 (b) & 'anneau commutatif Z[X]. Notons que ’on peut aisément démontrer par récurrence
sur k que pour tout k € N* et pour tout Py,...,P, € Z[X], (PL+ -+ Pk)g — (Pf + et P,f) € (Z[X], 'hérédité venant
N

précisément de la propriété établie a la question 1 (b). Soit P € Z[X]. Ecrivons P = Z apX*. Alors d’aprés la propriété
k=0

N ¢ N
que Pon vient d’énoncer, on dispose de Q € Z[X] tel que (Z aka> = Zaf;XM + {Q. Donc P(XZ) - P(X)t =
k=0 k=0



— Z(ai —a) X" — ¢Q. Or, ¢ étant un nombre premier, le petit théoreme de Fermat assure que pour tout k € [0, NJ,
k=0
ay, — ay, € (Z. On conclut finalement que | P(X*) — P(X)* € (Z[X]|

4. (a) Comme X1, et —M commutent, la question 1 (b) appliquée & Ianneau M, (Z[X]) assure que (XI, — M)* —
(XI,)" 4+ (—M)") € M, (Z[X]). Si £ est impair, on en déduit que (XI,, — M)* — (X‘I,, — M*) € ¢M,(Z[X]). Sinon,
comme £ est un nombre premier, £ = 2 et (X1, — M)* — (X?I, — M?) = 2(M? — XM) € 2M,,(Z[X]). Dans tous les cas,

on a bien établi | Pexistence d'une matrice A € M,,(Z[X]) telle que (X1, — M)* — (XZIn - MZ) =/lA|

4. (b) On applique ici la question 2 & 'anneau commutatif Z[X] et & l'idéal ¢Z[X]. On pose My = (XI, — M)" et
My = (XZIn — ME) —(X1I,—M)*. D’apres la question précédente, tous les coefficients de M; sont dans ¢Z[X]. La question 2
assure alors que det(M; +Mo) —det(M) € (Z[X] i.e. det(X T, — M) —det((XI, — M)*) € ¢Z[X]. Or det(X ‘I, — M*) =

xare (XF) et det((XT, — M)*) = (det(X T, — M))" = xar(X)". Finalement, | x e (X*) — xar(X)" € (Z[X] |

4. (¢) Comme M € M,(Z ), on dispose de polynomes a coefficients entiers Ry et Ry de degré strictement inférieur a
n—1 tels que xar(X) = X" — Tr(M)X" 1+ Ry (X) et xpe(X) = X" fTr(Mz) X" Ry(X). Alors x pye (Xe) =X
Tr(Me) Xt LR, (Xe) D’autre part, d’aprés la question 3, on dispose de Q1 € Z[X] tel que xas(X)¢ = xar (XE) +0Q1,
donc yu(X)f = X — (M)XE" ‘+ Ry (XZ) + 401 (Xe) Enfin, d’apres la question précédente, on dispose de Q2 € Z[X]
tel que x e (X ) — xu(X)* = £Q. Finalement :

X@n _ TI'(ME) X@n—f +R2(X€) _ (an _ Tr(M)an—E + R, (Xf) +€Q1 (XZ)) _ KQQ

i.e.

(Tr(M) — Tr(M%)) X" + Ry (X*) — R (XY) = €(Q1(XY) + Qo).
Ainsi, les coefficients du polynéme (Tr(M) — Tr(Me)) Xr=t4 R, (Xe) - R (XZ) sont des multiples de £. Comme R4 (Xe)
et Ry (X Z) sont de degré strictement inférieur & nf — ¢, on en déduit que | Tr(M) — Tr(M Z) est un multiple de /|

5. Montrons par récurrence sur k que pour tout k € N, Tr (gpk) = Tr(g) (modp). L’initialisation est claire. Prouvons
I’hérédité. Soit k € N tel que Tr(gpk) = Tr(g) (modp). Puisque g € G et que G est un groupe, gpk € G, et comme

G Cc M, (Z), gpk € M, (Z). Rappelons enfin que p est un nombre premier. La question précédente assure alors que

Tr((gpk)p) = Tr(gpk> (modp) i.e. Tr(gpkﬂ) = Tr(gpk) (mod p).

On en déduit que Tr (gpkﬂ) = Tr(g) (modp), d’ou 'hérédité. Finalement, pour tout k € N, Tr(gpk) = Tr(g) (modp), et

en particulier TT(gI”') = Tr(g) (modp). Or, comme g est un élément du groupe fini G de cardinal p", 'ordre de g divise

p", donc ng = I, donc Tr (gpr> =n. On en déduit que ’ Tr(g) = n (mod p) ‘

6. Puisque g € G et que G C M, (Z), g € M,,(Z). La question 4 assure alors que Tr(gé) = Tr(g) (mod ¢). D’autre part,
d’apres les questions 1 et 2 des Préliminaires, g est diagonalisable et ses valeurs propres sont de module 1. Ainsi, en notant
n

21,...,2n ses valeurs propres (comptées avec multiplicité), Tr(g Zzz puis | Tr(g) Z |zi] = n. Comme G est un
z 1
groupe, on a aussi g° € G, donc d’apres ce qui précede |Tr(g )| n. On en déduit que |Tr( ‘) — Tr(g)| < 2n, donc comme

2n < £, |Tr(¢") — Tr(g)| < ¢. Finalement, Tr(g*) — Tr(g) est un multiple de £ strictement compris entre —¢ et . D’otl
Tr(gé) —Tr(g) =0 i.e. Tr(gz) =Tr(g) |

7. (a) Notons u = H £. Soit ¢ un nombre premier inférieur ou égal a 2n. Distinguons les deux cas suivants.

¢ premier
1<2n
¢ ne divise pas k

e Cas 1 : q ne divise pas k. Alors ¢ divise p"u. Or ¢ ne divise pas k. Donc ¢ ne divise pas m.



e Cas 2 : q divise k. Alors pour tout nombre premier ¢ qui ne divise pas k, ¢ # £, donc comme ¢ et £ sont des nombres
premiers, ¢ et ¢ sont premiers entre eux. Donc ¢ est premier avec p"u (rappelons que p ne divise pas k). Comme
q # 1, on en déduit que ¢ ne divise pas p"u. Comme q divise k, ¢ ne divise pas m.

Ainsi, dans tous les cas, ¢ ne divise pas m. Finalement, | les facteurs premiers de m sont strictement supérieurs a 2n ‘

7. (b) On conserve la notation de la question précédente pour u. Soit g € G. On a déja vu (cf. question 5) que l'ordre
de g divise p", donc gP % = I,, puis g™ = ¢g*. D’apres la question précédente et la question 6 :

Vq facteur premier de m, Vh e G, Tr(h?) = Tr(h). (1)

Ecrivons m = ¢ ...¢5* la décomposition en facteurs premiers de m. Alors

e% as as— ds ag—
Tr(g™) :Tr<gq11"'qs ) Tr(( s 1) ) :Tr( s 1),

la derniere égalité venant de la relation (1) appliquée au facteur premier g5 de m et a I’élément gqlal"'q? ' du groupe G.

[e3 Xs—1
On montre ainsi par récurrence finie que Tr(g™) = Tr(gql R A ) puis encore par récurrence finie que Tr(¢g™) = Tr(g).

Comme g™ = ¢*, on a finalement montré que | Tr (gk) =Tr(g) |

8. (a) Soit k € J,. On effectue la division euclidienne de k par p : on dispose d'un unique couple (s,t) € Z? tel que
k=ps+tette]0,p—1]. Comme p ne divise pas k, le reste t n’est pas nul : ¢ € [1,p — 1]. D’autre part, &k > 0 donc

ps+t>0doncps> —t>-—pdoncs>—1lets>0.Enfin, k <p " doncps+t<p doncps<p —t<p” doncs<p7_1
et s < p’~' — 1. Finalement, J, C |_| {ps+t;te[l,p—1]} (la réunion est disjointe par unicité de la division
0<s<pr—1—-1
euclidienne). Inversement, soit (s,t) € Z2tel que 0 <s<p l—1letl<t g — 1. Alors p ne divise pas t, et comme p
7 —

divise ps, p ne divise pas ps + t. D’autre part, ps+t >t > 1 et ps +t < p(p —1)4+p—1=p" — 1. Finalement, on a

établi la seconde inclusion. On conclut que | J,. = |_| {ps+t;te[l,p—1]}|
0<s<pr—1-1

8. (b) Notons que, dans la question précédente, on a remarqué que la réunion J,. = |_| {ps+t;te[l,p—1]}
0<s<p—1-1
est disjointe.
e Si ¢ =1, comme card(J,) = Z card([1,p—1]) = (p — 1)p"*, on a bien Z ¢ =ptp-1).
0<s<pr—1—1 jeJr
e Si ¢ # 1. Alors

P11 p—1 prlo1 prlo1 3 p— C_CP prlo1
2= 2= ) C’”Zé“t 2 e = T
JEI, =0 t=1 = =0
C pr 1 -1
Ainsi, si ¢ est d’ordre p alors Z ¢ = ﬁ Z 1 = —p"~'. En revanche, si ¢ n’est pas d’ordre p, alors comme
jE€Jr s=0

Cp =1, Pordre de ¢ divise p", donc est une puissance de p, et comme cet ordre n’est ni égal & 1 ni égal a p, il est

r—1 ”
S el (S N St o s
1-¢ 1—¢P 1-¢ 1—-¢?

strictement supérieur a p et (¥ # 1. Ainsi Z ¢ =
je€J,

=0.

D’ou ’ le résultat demandé ‘

9. On a déja vu (cf. question 5) que ordre de g divise p”, donc d’apres la question 2 des Préliminaires, toutes les valeurs
propres de g sont des racines p"-iemes de 'unité. Notons (pg+1, - - - » Cno+n, les valeurs propres de g d’ordre p (comptées avec
multiplicité), et Cpgt+ny+1,-- -5 Cn les valeurs propres de g d’ordre strictement supérieur a p (comptées avec multiplicité).
Pour tout j € J,, p ne divise pas k, donc d’apres la question 7 (b), Tr(gj) = Tr(g). Ainsi,

1 no+ni ] n )
T&r(g)—card ZTr :card(Jr)Z<nO+ Sod+ Y C;-’)

jGJ JjEJ, i=no+1 i=no+ni+1



donc, en appliquant la question précédente :

1 no+n1 1 no+mni
Tr = ] - R =1 )
(9) =no+ card(J,) Z S g+ card(J,) Z > n0—|— ( — ) > (=Y
i=ng+1j€J, i=ng+ni+1j€J, i=no+1
. ni
Finalement, | Tr(g) = no — )
p—1
n—Tr(g) ., . . . NN . - ny
10. Posons v = ———==. D’apres la question 5, v € Z. Par ailleurs, d’apres la question précédente, Tr(g) = no — T
p—
On en déduit d’une part que Tr(g) < ng < n, donc v > 0, et que Tr(g) = ng — n11 > — n11 > — " T donc 0 <
_ p— p—
n+(p—1)Tr(g) puis (p—1)n—(p—1) Tr(g) < np. Dot v < Ll puis v < a. Finalement, | Tr(g) = n — pv avec v € [0, a] ‘
p—

4 Cardinaux des p-sous-groupes de GL,(Z)

1
1. (a) Remarquons que f? = ———— Z Z gh. Or, pour tout g € G, Papplication h € G — gh € G est une bijection
card(G)?
geG heG

) TN ~1 _ _

(d’inverse la multiplication & gauche par g~ ), donc Z gh = Z g'. Ainsi, f? = card 2 Z Z g = card Z g =
heG g'eG geG g'eG g'eG
7 donc’ f est un projecteur ‘ Montrons que Im(f) = ﬂ Ker(g—1,). Pour tout y € ﬂ Ker(g—1,), on a: pour tout g € G,
geG 9geG
(y) donc f(y) L Z() L Z donc y € Im(f). D’autre part, pour tout = € Im(f), comme
= n = — = — = n m(f). utre par ur tout x € Im mm

gly Yy Y Card(G) geGQ Y card(G) geGy Y Y part, p )

f est un projecteur, f(x) = x, donc pour tout g € G, g(z) = g(f(x)) =g <Car;(G) Z h(m)) = card (Z g >

hed heq
1
card(G) Z g (z) = f(xr) =2, donc x € ﬂ Ker(g — I,,). Finalement, | Im(f) = m Ker(g — I,,)
g'eG geG geG
. (b) Comme f est un projecteur, Tr(f) = rg(f), donc _ Tr(g) = i.€. Tr(g) = rg(f) card(G). On
! card(G)
geG geG
en déduit que Z Tr(g) est un entier divisible par card(G) |
geG
2. (i) On calcule : Tr(g ® h) Zgz i ) donc ’ Tr(g ® h) = Tr(g) Tr(h) ‘

2. (ii) On utilise la formule du produit matriciel par blocs : pour tout (7, j) € [1,n] x [1, k], le j-iéme bloc de la ligne-bloc
numéro i de la matrice (g @ h)(g’ ® h') est

> (gieh)(geih (Z gi Zg&]> hh' = (g9')iihl,
=1 (=1

qui est le j-ieme bloc de la ligne-bloc numéro i de la matrice par blocs (gg") ® (hh'), donc ’ (g h)(d @h)=(99") @ (hh') |

2. (iii) D’apres la question précédente, (g ® h) (¢ ' @ h™!) = (gg_l) ® (hh_l) = I, ® Ix = Ik, ce qui prouve (on

travaille dans ’anneau des matrices carrées M, (C)) que ’g @h€GLk(C)et (g@h) =g tanh™! ‘

3. (a) Supposons que ¢ '({7'}) nest pas vide : on dispose de v € T tel que p(y) = . Alors pour tout § €
I,ona:d e o '({y}) sietseulement si p(0) = 7 si et seulement si p(6) = ©(v) si et seulement si (7~ *9)
est le neutre de T' si et seulement si v~ ' € H si et seulement si 6 € yH. Dot ¢ *({7/}) = vH. Finalement,

’@‘1({7’}) est vide ou il existe v € T tel que ¢ *({y/}) = vH ‘




3. (b) Remarquons que I' = |_| ¢ ' ({+'}), la réunion étant disjointe (on partitionne les éléments de T' selon leur

v €p(T)

image par ). Donc card(T") = Z card(p " ({+'})). Or, par définition, pour tout 7" € o(T), o~ ({7'}) n’est pas vide
v €p(T)

donc, d’apres la question précédente, est en bijection avec H, donc de cardinal card(H). Ainsi card(T") = Z card(H),

v €p(T)

ce qui montre que ’card(F) = card(p(T")) card(H) ‘

4. (a) Montrons par récurrence sur s que pour tout s € N*| ¢, est un morphisme de groupes. L’initialisation est claire.
Prouvons I'hérédité. Soit s € N* tel que ¢, est un morphisme de groupes. Soit (g, h) € GL,(C)?. On calcule : ¢, 1(gh) =
(gh)H) = (gh)®) @gh = .(gh)@gh. Ainsi, d’aprés hypothése de récurrence, ,y1(gh) = ps(g)es(h)@gh = ¢ h S @gh.
D’aprés la question 2 (ii), on en déduit que ¢, 1(gh) = (¢ @ g)(h® @ h) = gBETYVRETY = 4 11 (9)psy1(h). Finalement,

ps+1 est un morphisme de groupes. D’ott ’hérédité. On conclut que | pour tout s € N*, ¢ est un morphisme de groupes‘

On peut aussi montrer par récurrence (en utilisant la questlon 2 (i) pour I’hérédité) que pour tout s € N* et pour tout

g € G, Tr(g g)) = Tr(g)°. Donc pour tout s € N*, Z Tr(g Z Tr( ) Z Tr(ps(g)). Notons ¥ : G — ¢s(Q)
geG geG geG
Papplication qui & tout g € G associe ¢4(g). Remarquons que 1, est un morphisme de groupes entre les groupes finis G

et vs(G). On a donc
STg) = S Te((g) = S0 card(v ({g'}) Trlg).

geG g€eaG 9’ €ps(G)
Or, pour tout ¢’ € ¢ (G), ¥;({g’}) n'est par définition pas vide donc, d’apres la question 3 (b), est de cardinal
card(Ker(¢s)). Ainsi ZTr = card(Ker(¢)) Z Tr(g'). Comme Ker(1)s) = G N Ker(ps), on a finalement :
geG 9 €ps(G)
Z Tr(g)® = card(G N Ker(ps)) Z Tr(g') |
9eG g'€ps(G)
1
4. (b) Ainsi Z Tr(g)® = card(z/;s(G))Card(Ker(dzs))m Z Tr(g"). Or, d’apres la question 3 (b), on sait
9eG g'€ps(G)
1
que card(ys(G)) card(Ker(1s)) = card(G). Donc ZTr(g)S Card(G)m Z Tr(g"). Or, comme ¢s(G)
9€G g'€ps(GQ)
1
est un sous-groupe fini de GL,:(C), la question 1 (b) assure que m Z Tr(g') est un entier. Finalement,

g’ €ps(G)

Z Tr(g)® est un entier divisible par card(G) |
geG

5. (a) La question précédente assure pour tout s € N*, Z Tr(g)® est un entier divisible par card(G). On remarque que

geG
si s =0, alors Z Tr(g)® = card(G) donc Z Tr(g)® est aussi un entier divisible par card(G). Ainsi,
geG geqG
Vs € N, Z Tr(g)® € card(G)Z. (2)
geG

Remarquons que P € Z[X] : écrivons P = stXs, ou ko,...,ke € Z. Alors ZP(Tr(g)) = Zst Tr(g)® =
= geG geG s=0

Zkz Z Tr(g)®. D’apres la relation (2), on en déduit donc que Z P(Tr(g)) est un entier divisible par card(G). Or,

= geG geG

ZP Tr(g)) = P(Tr(l,)) + Z P(Tr(g)). Remarquons que pour tout g € G, d’apres les questions 1 et 2 des
geq g€G\{In}

Préliminaires, g est diagonalisable et ses valeurs propres sont de module 1, et en notant z1,..., 2, ses valeurs propres

(comptées avec multiplicité), si Tr(g) = n, alors 0 = n — Tr(g) = n — Re(Tr(g)) = Z(l — Re(z)), et comme pour tout
k=1
ke [1,n], 1 —Re(zx) = 1—|z;| =0, on a : pour tout k € [1,n], 1 — Re(zx) = 0 donc (rappelons que z;, est de module



1) z, = 1, donc finalement g = I,,. Par contraposée, pour tout g € G\ {I,,}, Tr(g) # n, donc d’apres la question 10 de la
partie 3, Tr(g) € {7j; j € [1,4a]}, et P(Tr(g)) = 0. Comme Tr(I,,) = n, on en déduit finalement que Z P(Tr(g)) = P(n),
geG

puis que ’ P(n) est un entier divisible par card(G) ‘

5. (b) D’apres la question précédente, p” divise H(n —75) = H(pj) = p“al, donc v,(p") < vp(pal) = vp(p*) + vp(al).
j=1

j=1

—+oo —+oo
6. (a) D’apres la question précédente et la question 3 (b) des Préliminaires, r < a + Z ° <a+ Z A
o =P p—1
n . pn
0] <——. Do <——= |
POS T TS oy
: . s . " nplnp
6. (b) On sait que card(G) = p" = exp(r Inp), donc d’apres la question précédente, card(G) < exp o012/ Montrons
=
plnp . . . wln .
que o1 < 2In2. On pose u : |1,4+00[ — R la fonction qui & x € |1, +o0[ associe 12 € R. La fonction u est
1 Inz — 1
dérivable et pour tout z € |1, +oo[, v/ (z) = _rmrdnr oot . En posant v : [1, +00[ — R la fonction qui & z € [1, +o0]

(z —1)3

1
associe zlnz + Inz — x + 1 € R, v est dérivable et pour tout = € [1,+oo[, v'(z) = Inz + — > 0, donc v est croissante,
x

2
> 2, donc u(p) < u(2) i.e

donc v > v(1) = 0. Ainsi v’ < 0, donc u est décroissante. Comme p est un nombre premier, p

1
% < 2In2. Finalement, card(G) < exp(2n1n2), donc | card(G) < 4" |.



