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A. Uneintégrale a parametre
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1) v est continue sur I, <e Y donc W est

S

intégrable sur I.
—u

e
2) Si x >0, alors I'application u — —————— est continue sur I et VYue
Vu(u+x)
1,0< et <1w( ) pui w estintégrabl Ial e’
,0< ——— < —y(u) puisque v estintégrable sur I alors y — ——
Vulu+x) x puisq & Vu(u+ x)
I'est aussi sur I, donc F(x) existe, et x € Dg.
e—u 1 1 +00 e—u
Pour x =0 alors ~ = —> donc f du diverge c’est a
uyu u—0 uy/u ud o uvu
dire 0 ¢ Dr.
e—u
Si x <0, alors u — ———— est continue sur ]0, —x[U] — x, +oo[, mais
Vu(u+ x)
—-Uu —-Uu

= 0o, donc l'application u — n’est pas conti-

e
lim — _
u==% \/u(u+x) Vu(u+x)
nue par morceaux sur I donc —x ¢ Dr. Conséquence : les valeurs de x
pour lesquelles F(x) existe sont ]0, +ool.
—-u

e
3) Vxel, u— ——
Vu(u+ x)
—Uu

est continue et intégrable sur 1.

—u u

0 e e
Yuel, x— estdeclasse%lsurl,et—(

p _
Vu(u+x) ox \/ﬂ(u+x)) C Vu(u+x)?
_e_u

Vxel, u— est continue sur 1.

Vu(u+ x)?

Ya>0,Vuel Vxe€la, +oo

e—u

_e_u
[’ '\/ﬁ(u+x)2 = Vi
e—u

1
I,0< m < ?w(u) et que vy est intégrable sur I, alors F est de

classe €' sur I.

comme Yu €

+00 _e—u
DeplusVxel, F'(x :f ——du.
P ) 0o Vu(u+x)?

o . 1 / :
4) Avec une intégration par parties —— = (v/u)’, on obtient :

2Vu



1 e U |t +oo 0 et
EF(x) B [\/_(u+x) _fo ﬁa(u+x)du
- f \/_au(u+x)
+00
= \/_ du+f Vu
0 (u+x)2
- f \/_(u+x) \/_(u+x)2

Evidement le crochet est nul et les deux 1ntegrales convergent.
En remarquant que u = u+ x — x, on obtient
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1 +00 e
_F - —d
2 ) 0 f \/_(u+x) f \/_(u+x) du xfo Vu(u+ x)? “

= K—xF(x)+F(x)+xF (x)

Donc xF'(x) — (x — %)F(x) =—

1
Gest€'surTetVxel, G(x) = Vxe *F(x) + (F —Vx)e *F(x) =
X

e—_x(xF'(x) —(x— l)F(x)) = —Kix
NE B X

Alors 3CeRtelleque Vxe I, G(x)=C - Kf —dt
De la question 5), hrr(l) G(x) = C, de lexpresswn de FonaVxel 0<
x—>
1
F(x) < =K, alors lim F(x) =0, donc lim G(x) = 0, et de la question
X x—+00 X—+00

précédente lim G(x) = C - K?, alors C = K.
X—+00

D’autre part :

F(x)

+00 e—tz
2f dt WVu=1t
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Si (x), est une suite d’élément de R* qui tend vers 0, par le théoreme
+00 e—xnu +00 dV T
2 f dv =

v +1 0

dv (t=vxv)

de la convergence dominée 11 f 5 V=
—+o0 ve+1 2

’

2
+00 p=XV

T
alors lim dv=—:
x—0Jo v2+1 2



v +1
grable sur I.
e . . . /2
par la caractérisation séquentielle de la limite, F(x) ~ ——,donc G(x) ~
x—0 \/} x—0
7, donc lim G(x) =
x—0
Alors K = /7, car K > 0.
B. Ftude de deux séries de fonctions
+00 xn
7) [ estla composée des applications x — Z —etdex— e ¥ et gest
=1 n
+00 "
la composée des applications x— Y vnx" etde x— e,
n=0
xl’l
Les séries entieres Z — et Z vnx" ont un rayon de convergence 1,
n=1 VI n=0
donc continues sur ] —1,1[, et Vx € I,e * €] —1,1], alors f et g sont conti-
nues sur I.
e— ux
8) Lapplication u— est décroissante et intégrable sur I, donc:
u
VneN* f d us< f
Vu \/_ 1
+oo pn+l e ux t00 p—nx too rn pTUX
Alors Z du< Z Z f du, alors I'inégalité de-
n=1Jn \/_ n=1Jn-1 u
mandée.
+00 ,—UX 1 +00 e -t \/_
Or du=— —dt=——. Question 6)
o Vu vVxdo o Vi VI
+oo g UX 1 [toet T
et du=— —dt——( —dt) ~ £
CoVa VRl ViTT R Vi o vE
bl
Donc f(x) ~ £
x—0 \/}
1
9) Lapplication t — — est décroissante sur I donc:
t

.

En effet si on pose f,,(v) = .
pose fu(v) v’ +1
VneN, f, est continue sur I.
1

(fn) converge simplement vers I'application v — — )
v

qui est aussi
continue sur I.

1
VneN,|fr(v)] < 5 est continue et inté-
ve+1

et 'application v —

1 n+l1 1 1
< —du<s—

n+1 Vi \/ﬁ

3

VneN*,




1 1 1
Alors VneN*, 0< f d <—-
\/ n+l vVn Vn+l1l

1 1
La série de terme général — est convergente, donc la série de

N \/ n+1
terme général f —du-— du est convergente, donc sa suite des

\/_ —

k+1 1

sommes partielles est convergente, alors ( Z

n—1 1
———dlt—
ioiJk Vu k;\/k+1)n22

o1
est convergente d’ol1 la convergence de (Z —— 2\/5)
k=1 n=1
—nx

10) Soit x > 0. Les séries Z e et ¢
n=0 n=1 V/ﬁ
série produit de cauchy de ses deux séries converge absolument, et on a
+00 e X +oo n e—kx noq

Z o Z = Z cpyouvVneN* ¢, = Z C o n—hx_ Z _ke_nx.

n=0 n=1 k=1 Vk k=1

fx)
l1—e*

convergent absolument, donc la

Alors la série demandée est convergente et on a h(x) =

Vr_Vm
OX\/_ x3/2'

+00 +00 n
TS S of (YL S RS f P
n=1 k=1 n=1

k=1

11) D’apresla question 9), h(x) ~

no]
Orla suite (2\/ﬁ - Z —) est convergente, donc bornée par une constante
n=1

+ZOO(2\/E— i L) e M <
k=1 Vk

n=1

Me™* Me™*
orx¥*?— _ 0

M, alors Vx € I, ,
l1—-e* 1-e*

quand x — 0, alors g(x) 0230

C. Séries de fonctions associées a des ensembles d’entiers

12) Si A est fini, alors I, = R*.

Si A est une partie infini de N, il existe une application strictement crois-
sante ¢ : N — A pour sa construction on peut poser ¢(0) =minAetVne
N*, ¢(n) = min A\{@(0),...,¢(n— 1)}, posons alors VreN; b, = Apmn) =1,
car p(n) € A.

Si x > 0, la série Z e~ converge donc Z ane ™ car la suite (a,), est

n=0 n=0
bornée.



Si x = 0, la série Z a, est divergente, car (a,), possede une sous suite
n=0
qui ne tend pas vers 0.

Donc 14 =10, +o0l.

n
13) SoitneN,ona A(n) ={ke A\ k < n} donc Card(A(n)) = Z ay, les deux
k=0
séries Y ane " et ) e " convergent car A€ S et x > 0 et ce mode de
n=0 n=0

convergence est absolue, donc la série produit de cauchy des ces deux sé-

ries convergent absolument donc convergente c'est a dire la série ) Card(A(n))e
n=0

+00
convergeetona y Card(A(n))e ™ = Z a,e " Z —nx _ 1 A(ex)x
n=0

—nx

14) OnaAl(n):{kel\l*\kzsn}:{kel\l \lsksx/ﬁ}z{kel\l\lsks
[v/nl]}, donc :

+00
Card(A; (n)) = [v/n] alors de la question 13) : fAl (x)

=) Card(A;(n)e " =
n=0

Z [Vnle "
n=0

fa,(0) &

+00
Or¥neN, [Val<vn<[Val+1 et 3 Vne ™ -2 = 3 (Vn-
n=0 - n=0

[Vnl)e ™
+00 fA (X) +00 3 1
-nx _ 1 nx _

DoncOsngox/ﬁe o Sn;oe e

fA1 (0 _ 1

g

1 fA1 (x)
- e‘x T l-e”
fa,(x) =1~ e_x)g(x) de la question 14), fa, (x)

Alors 0 < g(x) —

< g(x) qui s’écrit aussi (1—-e x)g(x) —-1=<

\/ﬁ
02\/_

nx’ alors lirr(l) xfa (x)=0cad A; € Setp(A;) =0.
X—

Alors g(x) —

Alors x fa,(x) ~
x—0

15) v(n) = Cardi(p,q) e N* /| p*+ q* = n} = Card{(p,q) € A2 | p+q =n} =
Z apag, car apag =1 (p,q) € A%.

p+q=n
n +00 n k K +00
Doncv(n) =Y ajan_;.et (fa, (x)*= > | Y are ™ ay_re "0 =Y vme ",
i=0 n=0\k=0 n=0

alors la convergence de la série donnée et I'égalité.
Ona A, ={neN\ 3(p,q) e N?, p? + g* = n} et v(n) = CardA,



Toujours d’apres la question 13)

+00
(1-e™) ) Card(Ax(n)e ™
n=0

+00
1-e9) vme ™

n=0

(1—e ) (fa,(X))? < (fa,(x))?

fa,(x)

Alors 0 < x fa, (%) < x(fa,(x))?, or 1irr(1) x(fa, ()% = %, donc:

$(Az) = limxf, (x) <

D. Un théoréme taubérien

16)

17)

18)

Si ¥ est un élément de E alors elle est bornée sur [0,1], 3IM > 0, Vx €
[0,1], |w(x)| < M, donc Vx €]0, +ool, |a,e " w(e ™) < Ma,e ™, etla

série ) ane """ estconvergente, par comparaisonlasérie Y ane” " y(e”")
n=0 . n=0
est convergente, alors L(y) est bien définie.

+00
Siy, ¥, € EetA€R,alors Vx€]0,+ool, (L(w1+Aw,))(x) = Z ane "y +

Ayo)(e™™) = Z ane "y (e” ’”‘)MZ ane "y (e”™) = (Ly1))(x) +
=0 0
A(L(y2))(x) Car les deux séries convergnent

Donc (L(y + Ay2)) = (L(y1)) + A(L(y2)).

Si on suppose que ¥ < ¥, alors Vx €]0,+oo[,Vn eN,0 < a,e” ™y (e ™) <
"z (e”™), donc L(yy) < L(y).

On a E; c E, la fonction nulle est un élément de E; qui est donc non vide.

Siyy, ¥ € Eyet A €R, comme Vx €]0,+oo[, x(L(y1+Ay>2))(x)=x(L(y1))(x)+

Ax(L(y>2))(x), en passant a la limite en 0, I'application x — x(L(y; +

Ay2))(x) posséde une limite en 0 et A(y; + /11;/2) =A(yy) + AA(yo).

Soit w € Ey, alors Vx € I, |x(L(y))(x)| < x Z a,e ™ ||u/|| , par passage a

la limite on obtient : [A(y)| < ¢ ||y|| donc A est continue sur (E1, |l o)

+00 1
Toutd’aborde, € E, x ) ane e P = x(p+1) Z a,e nx(p+1))
n=0 P+ n= 0

¢ uand x — Ocar (p+1)x>0,donce, € E; et A(e,) = —ff e,(D)dt
P+l 14 p p €Ll p +1— ) P :



19)

1
A est linéaire sur E7, donc VP € R[X], A(P) = Zf P(t)dt.
0

Soit ¥ € Ey, d’apres le théoreme de Weierstrass il existe une fonction po-
lyndmiale (Py)ny qui converge uniformément vers v sur [0, 1].

1 1
Alors lim Pyn(t)dt = f w(t)dt. On va essayer de montrer que A(y)
0

N—+o0Jg

1
existe et que A(y) = Ef w(t)dt.
0

1
Remarquonsque:(f w(t)dt:Nlim [[ Pn(f)dt= lim hmean M Py(e”™
0 —+00

N—+o00x—0 =0

+00 +o00o

Pour cela posons fy(x) =x ) ane”Pyle ™) et f(x)=x ) aze "“y(e ).
n=0 n=0
+00
Soit x € [0,1; N € N, |fn(x) — f(X)| < x ) ane ™ |Pn(e™™ ) —y(e ™) <
n=0

+00
[Py =v]oox 2 ane™
n=0

Soit [a,b] < [0,1], Vn € N,Vx € [a,b],0 < a,e ™ < a,e” " et la série
+00

Z ane "% est convergente par hypothése, doncl’application x — x Z anpe
n=0 n=0
est continue sur ]0, 1] et possede une limite ¢ € R en 0 donc bornée alors

M > 0 telle que Vx € [0,1]; |fn(x) — f(x)| = M| Py—v/|,, alors (fx)n
converge uniformément sur [0, 1] vers 'application f.

D’autre part liH(l) fn(x) =A(Pn).
X—

—nx

Par application du théoreme de la double limite, la suite (A(Py))n est
convergente et on a : lin% flx) = Nlim fn(x), alors A(y) existe et A(y) =
x— —+00

1
€f w(t)dteton Eyc E.

0
g- estcontinue sur [0,a—¢[ etsur Ja—¢,al etsur]a,l1].

lim g_(x) = hm 8 (x)=1=g (a—¢).de méme lim g (x) =
x—(a—e)* —(a—¢) x—(a)*

lim g_(x)=0= g (a).
x—(a)~

De méme pour g.
1
Par application de la question précédente et calcul simple, A(g_) = ¢ f g-()dt=
0

€ €
l(a— 5) et A(g+) :f(a+§).

On remarque que g- < ljo,4 < g+. par application de la question 16),
x(L(g-))(x) = x(L(110,4))) (%)) = x(L(g+)) ().

. 3 . €
lim x(L(g-))(x) = ¢(a— =) et lim x(L(g+))(x) = ¢(a— =), donc Ja >0, x €
x—0 2 x—0 2

)



3¢ 3¢
10,a] = l(a— ?) < x(L(g-))(x) et x(L(g+))(x) < l(a+ ?). Alors x €

3¢ 3¢ 3
10,a]l = l(a——) = x(L(1[0,q))) (X)) = €(a+ ?) et c’est exactement la dé-
finition de lir% X(L(10,4))(x)) = Ca.
X—

Alors 1y 4) € E1 et A(1j,q)) = af. parlaméme méthode 1/ 4| € E;. Puisque
Lia,b) = Lio,p) — Li0,al, @lOTs 1i4 ) € E1, de plus A(ljgp) = €(b—a) et 1i5 =
1[a,a] € E;. de méme 1]a,b] = 1[0,b] — 1[O,a] € E;, de plus A(l]a,b]) =/¢(b-a).
De méme 1](1,19[ = l[o,b[ — 1[0,&] €E et A(l]a,b[) =¢(b-a).
On a E; c E, soit u € E, alors Ay € Ej et ¢ en escalier tels que u = v + ¢,
N-1
3 une subdivision (a;)o<j<n 3(Aj)o<j<n-1 tel que ¢ = Z AiLaj, ajl,
Jj=0
1
par application de la question 18), v € Ej, et A(y) = €f w(t)dt, et on

0
E; est un sous espace vectoriel de E, donc ¢ € Ej, donc u € Ej, de plus
1 N-1 1
AW = AW)+A@) = £ | wndi+ Y AjA(aj, a0 = zfo w(t)ydt +
j=0
N-1

1 1 1 1
103 /lj(aj+1—aj):€f w(t)dt+€f (p(t)dtzﬁf (1//+gb)(t)dt:€f u(t)dt.
i=0 0 0 0 0
1
Donc E; =EetVucekE, A(u) :ﬁf u(ndt.
0
: 1 -n/N
20) SoitneN, —<e <l<=0<n<N.
e
1 1 1
¥ est continue sur [0, ;[ et sur ]E’ 1] qui admet des limites finies en -

1 +00 n 1
a gauche et a droite, donc ¢ € E. Alors (L(y)) (—) =) aze Vy(=) =
N) & N

% n % 1 i 1 1
ape NeN = a;. Donc — a :—(L(t//))(—).
= = N="""N N
1 N 1
D’apreés la question précédente lim N Y anzﬁf w(de="¢.
0

N—+o00 n=0

n
1
21) Si A€ S, alors CardA(n) = Z an c'estla question 13), donc —CardA(n) =
k=0 n
1 & . 1 .
=) ay.Alors lim —CardA(n) = lim xfa(x) = ¢(A).
n k=0 n—+oo n x—>0
Par application de la question 15) et 14) :
+00
lim v(n)e”
x—0 n=0

nx _ s Z_E
= lim x fy, ()" = e
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