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e Partie I

A.1) Les similitudes non nulles sont sont les Af, avec (A, f) € R* x O(E) ; ce sont donc des automorphismes de E.
Sim(E)\{0} n’est pas vide car il possede par exemple Idg.
Soient u = Af et v = pug dans Sim(E)\{0}, avec (A, 1) € (R*)? et (f,g) € O(E)2. wv~t = %fg_l7 avec % € R*
et fg~' € O(E), puisque O(E) est un sous-groupe de (GL(E),0), donc uv™! € Sim(E)\{0}.

A.2) i) ==ii) : Avec la notation du A.1), h*h = N2 f*f = \?1d.

i) =1iii) : Le cas h = 0 est trivial. Pour h # 0, la matrice M de h dans une base orthonormale est inversible

et vérifie "M M = al,, avec o > 0 car on sait que ‘M M est définie positive. La matrice % est donc orthogonale.

ili) =>1) : D’apres sa matrice, h est colinéaire & un endomorphisme orthogonal, i.e. h est une similitude.
B.1) (z, f(x)) = (f*(z),z) = —(f(z), z), d’ol le résultat.

B.2) On sait que S+ est stable par f*. Comme f* = —f, St est stable par f.
L’antisymétrie de f se traduit par : V(z,y) € E?, (f(z),y) = —(x, f(y)). Cette égalité est en particulier vérifiée
pour (z,y) € S? et pour (z,y) € (S+)2, donc les endomorphismes de S et S+ induits par f sont antisymétriques.

B.3) (f(2),9(2)) = —(9f(x),2) = {fg(x),2) = —(g(2), f(x)), d'ol le résultat.
BA) 2 = (—f*)f = —(f*f) = — 1dp.
C.1) Vect(Idg) est une droite vectorielle de .Z(FE) incluse dans Sim(E), donc d,, > 1.

C.2) Si f € Ker®, Ker f # {0}, donc f =0 car f est une similitude et toute similitude non nulle est bijective.
Ainsi, ® est injective, ce qui implique que dimV < dim E = n.

C.3) L’ensemble W des matrices <Z

l’ensemble des matrices colinéaires & une matrice de SO3(R), donc W est formé de matrices de similitudes.

a > avec (a,b) € R? est un sous-e.v. de dimension 2 de .#(R) et c’est aussi

Fixons maintenant une base orthonormale & de E. L’ensemble V des endomorphismes de E dont la matrice
dans % appartient & W est un sous-e.v. de dimension 2 de .Z(F) inclus dans Sim(F). Cela montre que dy > 2
puis, compte tenu de C.2), que dy = 2.

CA4) f+ g = (fg~! + Aldg)g. Comme n est impair, fg—! posséde au moins une valeur propre (car son polynome
caractéristique a au moins une racine réelle) ; si A est I'opposé d’une telle valeur propre, fg=* + AIdg est non
bijectif, ainsi que f + Ag.

Par I’absurde, supposons qu’il existe un sous-e.v. V de Z(F) inclus dans Sim(E) tel que dimV > 2.

Soient f et g deux éléments de V' linéairement indépendants. f et g sont des similitudes non nulles, et sont donc
bijectives ; d’aprés ce qui précede, il existe A € R tel que f + Ag est non bijectif, ce qui est absurde car cet
endomorphisme appartient par construction & V'\ {0}, donc est une similitude non nulle.

On en déduit que d,, < 1 puis que d,, = 1 compte tenu de C.1).

C.5) Fixons fo € V\{0}. fo est bijectif et d’apres A.1), pour toute f € V, fo ' f € Sim(E) (le cas f = 0 est trivial).

L’application ¥ : f — fi 1 est un automorphisme d’e.v. de & (E), elle transforme donc V' en un sous-e.v. W
de méme dimension que V. D’apres ce qui précede, W est inclus dans Sim(FE) ; enfin, Idg = U(fy) € W.

D.1) Idg +f; € V C Sim(FE) donc d’aprés A.2), (Idg +£;)*(Idg +f;) est colinbaire & Idg, de méme que f"f;.

En développant, on obtient que f; + f* est colinéaire & Idp.
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D2) Soient A\; € R et gi = fz + X\ 1dg.
gi+95 = fi+ ff+2\1dg ; on peut donc, d’apres D.1), choisir \; de sorte que g; + g = 0.
Pour ce choix des A;, les g; sont antisymétriques et par construction (Idg, g1, ..., g4—1) est encore une base de V.

D.3) a) Si g est une similitude antisymétrique, g> = —g*g est colinéaire & Idg. Cela s’applique & g;,g; et g; + g;

(car g; +g; € V C Sim(E)). Mais (g; + g;)* = ¢? + gJQ» + gig; + gj9:, donc g;g9; + g;g; est colinéaire a Idg.

b) Soient A et B les matrices de f et g dans une base orthonormale fixée de E. tr(f*g) = tr(*AB) = (A | B),
ott (- | -) est le produit scalaire canonique de .#,(R). On en déduit aussitot que (f,g) — tr(f*g) est un
produit scalaire sur .Z(F).

c¢) Les h; sont antisymétriques comme combinaisons linéaires d’endomorphismes antisymétriques.
Le a) s’applique aussi bien aux h; qu’aux g; donc h;hj + hjh, est colinéaire a Idg.
Pour i # j, tr(h;h; + hjh;) = 2tr(h;h;) = —2tr(hfh;) = —2(h; | hj) = 0, et par conséquent h;h; + hjh; = 0.
Les h; sont des similitudes non nulles, donc en multipliant chacun d’eux par un réel non nul convenable,

on obtient une nouvelle base de Vect(g, ..., g4—1), formée d’automorphismes orthogonaux antisymétriques
qui anti-commutent deux a deux.

D.4) Posons V = Vect(Idg, hy, ..., hg—1). V est un sous-e.v. de .Z(E).

Montrons d’abord que dim V' = d, et pour cela que (Idg, hq, ..., hq_1) est libre.

d—1
Soient ag, ...,aq—1 des réels tels que agldg+ Y aghy = 0. On fixe i € [1, d — 1], on compose & droite et
k=1

a gauche par h; et on ajoute membre & membre les deux égalités obtenues ; il reste 2aph; + 2a;h? = 0, d’out
aph; — a; Idg = 0 par application de I.B.4).

h; et Idg étant par construction non colinéaires, on en déduit ag = «; = 0, et cela pour tout 7.

Remarque : une méthode plus rapide consiste & montrer que la famille (Idg, hy, ..., hg—1) (dont les éléments sont
évidemment tous non nuls) est orthogonale pour le produit scalaire défini au D.3)b). En effet :

- pour tout i € [1, d — 1], (Idg | h;) = tr(h;) = tr(h)) = tr(—h;) = —(Idg | hs), done (Idg | hi) = 0.
- pour i et j distincts dans [1, d — 1], 2(hs | hy) = tr(hh;) + tr(h}h;) = —tr(hih; + hih;) = 0.
d—1
Montrons maintenant que V' est inclus dans Sim(F). Soit f = agldg+ > a;h; un élément de V.
i=1
d—1 d—1 d—1 2
= (ao ldp— 3 aihi) (aOIdE+ D aihi) = a2ldp — ( ) oz,»hi> . Comme hghj + hjh; = 0 pour i # 7,
i=1 i=1 i=1

les doubles produits s’éliminent dans le développement du carré et il vient, en utilisant de nouveau I.B.4) :

d—1 d—1
ff*f=aldg— Y o?h? = ( > af) Idg. D’apres I.A.2), cela montre que f est une similitude.
i=1 i=0

e Partie 11

A.1) Remarque : 'hypothése d’imparité de p n’intervient pas dans cette question.

a) Les vecteurs z, f1(x), f2(x), f1f2(x) sont unitaires puisque = l’est et que fi et fo conservent la norme.

I.B.1) donne (z, fi(z)) = (z, f2(x) = (f2(2), fif2(2)) = 0 et (fi1(2), fif2(2)) = —(f1(2), f2/1(z)) = 0.
1.B.3) donne (fi(z), fo(x)) =0, d’ou on déduit, par antisymétrie de f1, (x, f1fa(z)) = —(f1(x), f2(z)) = 0.

(z, f1(2), f2(x), f1.f2(x)) est donc bien une famille orthonormale.
Ensuite, f1(S) = Vect (f1 (2), f3 (), f1fa(), flzfg(x)) = Vect (f1 (x), -z, f1f2(x), —fg(x)) =S (¢f 1.B.4)).
Comme f5f1 = —f1f2, on voit de méme que S est stable (et méme invariant) par fs.
b) Remarque : I'énoncé suppose ici implicitement que n > 6.
D’aprés 1.B.2), S+ est aussi stable par f; et fy et les endomorphismes de S induits par f; et f sont anti-

symétriques ; de facon évidente, ils sont aussi orthogonaux et ils anti-commutent. Comme dim(S+) =n — 4,
Iéquivalence qui conclut le I., appliquée dans S+ avec d = 3, donne d,,_4 > 3.
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A.2) Commengons par remarquer que pour n pair, d, > 2. En effet, en posant n = 2p, on constate que la matrice

0, —I
Jn = ( Ip Op ) est orthogonale et antisymétrique de taille n, donc tout endomorphisme de F représenté par J,
P P

en base orthonormale est orthogonal et antisymétrique, d’ou le résultat d’apres la conclusion du I. avec d = 2.

Il s’agit maintenant de montrer que pour tout ¢ € N, dagyo = 2 (poser p =2¢ + 1).
Pour ¢ = 0 c’est le résultat du I.C.3)

Soient ¢ € N* tel que dyy—2 =2 et E un e.v. eulidien de dimension 4q + 2.

Si on avait dag+2 = 3, d’apres la conclusion du 1., il existerait deux endomorphismes f; et fo de E qui vérifient
les hypotheses de A.1), d’oll dyq—2 = d(sg42)—4 = 3, ce qui contredit I'hypothese de récurrence.

On en déduit que dig2 < 2 puis que dyg42 = 2 d’apres la remarque préliminaire.

B.1) a) On montre comme au A.1l)a) que B est une famille orthonormale ; comme dim F = 4, il s’agit ici d’une base
orthonormale. L’existence (et l'unicité) de «,8,7,d en résulte aussitot.

D’apreés 1.B.1) et 1.B.3), (z, f5(z)) = (f1(x), f5(z)) = (f2(x), f3(z)) =0, c’est-a-dire a = =~ =0.
La conservation de la norme par f1, fo et f3 donne ensuire § = +1.

b) En appliquant f1, fo et f1fo a1'égalité f5(x) = §f1f2(x), on obtient :
fafi(z) = —fifs(x) = =6 frfife(x) = S frfafi(x).
f3fa(x) = —fafs(z) = =0 faf1fa(z) = 6 frfafa(m).
fafife(®) = = fifafa(x) = fifafs(z) = 0 f1faf1fo().
Ainsi, les endomorphismes f3 et 0 f fo coincident sur la base B ; ils sont donc égaux.
c¢) En utilisant que fi, f2 et f3 anti-commutent et que, selon I.B.4), leurs carrés sont égaux a —Idg, on obtient :
rg —I1 —T2 —I3
T To —T3 T2

T2 T3 To —I1
T3 —I2 T Lo

M(zg, x1, 2, x3) =

B.2) On vérifie facilement que les colonnes de M (zg, 1,22, 23) sont deux & deux orthogonales et sont toutes de

norme (E20 + :E2] + :,C2 + :L‘2. IM Lo, XL1,X2,X3 eSt dOHC COlinéaiI’e a\ une matl“ice Ortllo Onale 3 C’eSt une m trice
2 3 ) ) ) 3 a
de Similitude.

L’ensemble W des matrices M (g, z1, 22, x3), ott (2o, 1, T2, x3) décrit R, est ainsi un sous-e.v. de .#4(R) formé
de matrices de similitudes. Si E est un e.v. euclidien de dimension 4, on montre en raisonnant exactement comme
en I.C.3) que Z(F) contient un sous-e.v. V de dimension 4 formé de similitudes ; cela montre que d4 > 4, puis
que d4 =4 compte tenu de 1.C.2).

C.1) Si fs=4f1fz avec § = £1, il vient fsfs =6f1fafs = —6fifafo=5faf1f2= fafs.
C’est absurde puisque f3fy = —f4f3 par hypothese et que f3f4 est non nul (¢’est un automorphisme orthogonal).

C.2) f1f2fs est un automorphisme orthogonal comme composé d’automorphismes orthogonaux. Il est symétrique car :

(frhofa)* = [ 15 11 = () (=) (= f1) = —fafofr = fafifo = —fifafo = fifafs.
Comme fi fs f3 est un endomorphisme orthogonal, si il était colinéaire a Idg, il serait égal a +1Idg, mais alors :
fa=—ff= —f3_1 = —(£f1f2) = Ff1f2, ce qui contredit C.1).

C.3) En tant qu’endomorphisme symétrique, fifafs est diagonalisable, en tant qu’automorphisme orthogonal, son
spectre est inclus dans {1, —1} ; de plus, ce spectre n’est pas réduit & {1} ou & {—1} puisque f; f2 f3 n’est égal ni
a Idg ni & —Idg. Finalement, Sp(fifafs) = {1,—1}.
Soient alors a et b des vecteurs propres unitaires de fi fs f3 respectivement associés a 1 et a —1.

(fifafs(a+0b),a+b) = (a—ba+b)=|al*—|b]|> = 0. Le vecteur z = ﬁ répond donc a la question.

C.4) Les vecteurs de F sont tous unitaires car = lest et fi, fa, f3 conservent la norme. Comme z est orthogonal
A f1f2f3(z), la conservation du produit scalaire par f; et 1'égalité f2 = — Idx montrent que fi(x) est orthogonal
a fofs(x). Les autres orthogonalités s’obtiennent de fagon analogue (noter que si {7,j,k} = {1,2,3}, fif; fe(x)
est égal & +f1 fof3(x), donc est orthogonal & x) ou par des calculs identiques & ceux du A.1)a).

-3 -



C.5) a) En utilisant que f1, f2, f3 anti-commutent et que leur carré est — Id g, on montre comme dans la seconde partie
de A.1)a) que V est stable par fi, f et f3. D’apres I.B.2), il en est de méme pour V*.

b) Les f/ sont des automorphismes orthogonaux antisymétriques de V1L qui anti-commutent. Comme dim V+ = 4,
ils vérifient les hypotheses de B.1), et on peut donc leur appliquer B.1)b) ; c’est le résultat demandé.

¢) Il suffit de montrer que I'image par f; de chacun des vecteurs e, fi(e), fa(e), f1f2(e)(= f3(e)) appartient & V.

Selon I.B.1) et 3), (e, f4(e)) = (fi(e), fa(e)) = (f2(e), fa(e)) = (f3(e), fa(e)) =0, donc fi(e) € (VH)t = V.
Ensuite, pour i € [1,3], fafi(e) = —fifa(e), donc fifi(e) € V, puisque fy(e) € V, qui est stable par f;.

d) La somme de W et V- est directe puisque, selon ¢), WNV+c Vvt ={0}.
Notons U = W @ V+. On sait déja que pour i € [1,3], fi(V+) Cc VL CU et que fi(VY)=W CU.
Ensuite, fy(W) = f2(V+L) = (-1dg){(V+)=V+ CU.
Enfin, pour i € [[1,3]], fl<W> = f1f4<Vl> = (—f4fi)<VL> - f4<VL> =W CU.
Ainsi, pour tout i € [1,4], fi(V1) et f;(W) sont inclus dans U ; par linéarité, f;(U) C U.
On en déduit (encore I.B.2)) que U+ est aussi stable par fi, fo, f3, f4. En considérant les endomorphismes
de U™ induits par les f;, on obtient quatre automorphismes orthogonaux antisymétriques de U+ qui anti-
commutent ; on en déduit d’apres la conclusion du I. que £ (U~) contient un sous-e.v. de dimension 5 formé

de similitudes, et donc que d4 > 5, puisque dim U+ = dim £ —dim U = 12 — (4 +4) = 4. Cela contredit B.2)
(et aussi I1.C.2)).

C.6) On vient de montrer qu’il n’existe pas dans E de famille de quatre endomorphismes orthogonaux antisymétiques
qui anti-commutent ; il n’existe donc pas de sous-e.v. de dimension 5 de .Z(FE) inclus dans Sim(F) et par
conséquent d12 < 4.

110[3 —1'1[3 —.%'213 —.%'3[3

r1l3  wolz —x3l3 w23

L’ensemble des matrices de la forme avec (xg, 1, T2, 73) € R* est un sous-e.v.

xz2ls  w3ls  wolzs —x1l3

x3ls —x2ls  x1l3  x0l3
de dimension 4 de .#12(R) formé de matrices de similitudes. En raisonnant comme en I.C.3) et en B.2) on en
déduit que dio > 4, et finalement que dio = 4.

[ 7
D. Les colonnes de la matrice proposée sont toutes de norme 4/ > 2 et on vérifie (avec de la patience) qu’elles sont
i=0

deux a deux orthogonales. Il s’agit donc d’une matrice de similitude.
L’ensemble des matrices de la forme précédente, avec (zo, ..., 77) € RS, est un sous-e.v. de dimension 8 de .#g(R)

formé de matrices de similitudes ; on en déduit comme précédemment que dg > 8, puis que dg = 8 (1.C.2)).

E. D’apres les cas étudiés (n impair, n = 2p avec p impair, n = 4, n = 12, n = 8) on peut conjecturer que d,, est
la plus grande puissance de 2 qui divise n.




