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I. Matrice d’adjacence et matrice Lagrangienne d’un graphe

1.1) Le coe�cient d'indices i, j de LG
tLG est mij =

∑m
k=1 `ik`jk. Pour i = j, cette somme est �egale �a la somme des

carr�es de la ligne i de LG ; c'est le degr�e du sommet i. Pour i 6= j, un produit `ik`jk est non nul si et seulement
si la k-�eme arête est {i, j} et dans ce cas `ik`jk = −1. Ainsi mij = −1 si i, j appartiennent �a une même arête et
mij = 0 sinon. Par disjonction de cas, on a prouv�e mij = eij pour tous i, j.

1.2) Si v ∈ Rn est un vecteur quelconque alors tLGv est le vecteur de Rm dont la k-�eme composante est vi − vj o�u la
k-�eme arête est (i, j). La relation ‖tLGv‖2 =

∑
{i,j}∈E(vi − vj)

2 s'ensuit.

Si �Gv = λv alors ‖tLGv‖2 = tr(tvLG
tLGv) = tr(tvλv) = λ‖v‖2.

Ainsi les valeurs propres r�eelles de �G sont positives, et comme �G est sym�etrique r�eelle, on sait que toutes ses
valeurs propres sont r�eelles. Donc �G est une matrice sym�etrique positive.

1.3) D'apr�es la question pr�ec�edente, on a �Gv = 0 si et seulement si vi = vj pour toute arête {i, j} ∈ E. Ceci �equivaut
au fait que vi ne d�epend que de la composante connexe du sommet i. En notant C1, . . ., Cp les composantes
connexes de G, on voit que ker(�G) est le sous-espace de Rn engendr�e par les vecteurs u1, . . ., up o�u uk est le
vecteur indicateur de Ck (uk,i = 1 si i ∈ Ck, uk,i = 0 sinon). Ces vecteurs �etant manifestement lin�eairement
ind�ependants, on en d�eduit : dim(ker(�G)) = p, le nombre de composantes connexes, et rg(�G) = n− p.

1.4) On a �G,k = LG,k
tLG,k donc si v est vecteur propre de �G,k associ�e �a la valeur propre λ, alors ‖tLG,kv‖2 = λ‖v‖2.

Par ailleurs, ‖tLG,kv‖2 =
∑

k/∈{i,j}∈E(vi − vj)
2 +

∑
{i,k}∈E v2i , donc v ∈ ker(�G,k) si et seulement si vi est nul

sur la composante connexe de k, et constant arbitraire sur les autres composantes connexes du graphe G. Ainsi,
dim(ker(�G,k)) est �egal au nombre de composantes connexes de G autre que celle de k. On en d�eduit que si G est
connexe alors dim(ker(�G,k)) = 0 et rg(�G,k) = n (et r�eciproquement).

1.5) rg({�1, . . ., δn} \ {�k} ∪ {xk}) = rg(�G,k). Ce rang vaut n si et seulement si G est connexe (erreur d'�enonc�e).

1.6) Soit δ = |det(A)| > 0. On a t com(A)A = ±δIn donc t com(A)a = ±δv. Ceci prouve que v est �a coordonn�ees
rationnelles et que δ est un d�enominateur commun pour ces coordonn�ees. La forme demand�ee s'en d�eduit en
e�ectuant la division euclidienne des num�erateurs par δ.

II. Le groupe critique d’un graphe

2.1) Question de cours.

2.2) Soit H le sous-groupe de Rn engendr�e par {�1, . . .,�n} \ {�i} ∪ {xk}. On a �evidemment H ⊂ �(G, k), et comme
�1 + . . . + �n = (1, . . ., 1)�G = t(�G

t(1, . . ., 1)) = 0, on a aussi �i ∈ H. Les autres �j et xk appartenant �a H

par d�e�nition, on obtient �(G, k) ⊂ H soit �nalement, �(G, k) = H.

2.3) Imm�ediat.

2.4) Imm�ediat.

2.5) Soit δ = |det(�G,k)| et a un �el�ement de Zn. On d�ecompose a = (v′0/δ+v′′0)xk+
∑

j 6=i(v
′
j/δ+v′′j )�j comme en 1.6.

Soit a′ = (v′0xk+
∑

j 6=i v′j�j)/δ. Alors a et a′ sont �equivalents relativement �a �(G, k) et donc a/�(G,k) = a′/�(G,k).

On en d�eduit que Zn/�(G, k) = {a′/�(G,k), a ∈ Zn} et donc card(Zn/�(G, k)) 6 card{a′, a ∈ Zn} 6 δn.

Remarque : il r�esulte de la th�eorie des groupes ab�eliens libres de type �ni que l'on a en fait card(Zn/�(G, k)) = δ.

2.6) On suppose K et K′ ab�eliens dans cette question (sinon les groupes quotients K/H et K′/φ(H) ne sont pas bien
d�e�nis). On v�eri�e alors facilement que l'application : K/H 3 x/H 7−→ (φ(x))/φ(H) ∈ K′/φ(H) est bien d�e�nie et
est un isomorphisme de groupes.
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2.7) Si k = ` il n'y a rien �a d�emontrer. Si k 6= `, on v�eri�e que l'application φ donn�ee dans l'�enonc�e induit un
isomorphisme de Zn et v�eri�e φ(�(G, k)) = �(G, `). La question pr�ecedente permet alors de conclure.

a) φ, d�e�nie par son e�et sur une base de Rn existe en tant qu'application lin�eaire de Rn dans Rn. En particulier
c'est un morphisme pour l'addition.

b) Pour v = (v1, . . ., vn) ∈ Rn, on a φ(v) =
∑

i6=k vi(xi − xk) − vkx` = v − (
∑n

i=1 vi)xk − vkx`. En particulier

φ(Zn) ⊂ Zn.
c) Avec les notations pr�ec�edentes, en notant φ(v) = (w1, . . ., wn), on a

∑n
i=1 wi = −vk et wk = −

∑n
i=1 vi, d'o�u

v = φ(v)−wkxk − (
∑n

i=1 wi)x`. En particulier φ est bijective et φ−1(Zn) ⊂ Zn.
d) Les points c) et d) impliquent φ(Zn) = Zn donc φ induit un isomorphisme de Zn.
e) D'apr�es b) et le fait que la somme des coe�cients d'une ligne quelconque de �G est nulle, on a φ(�i) = �′

i

donc φ(�(G, k)) = < �′
1, . . .,�

′
n,−x` > = < �1, . . .,�n, x` > = �(G, `).

III. Tas de sable sur un graphe et configurations récurrentes

3.1) Si l'on passe de u �a v en une �etape alors v = u−�i pour un certain i, donc u/�(G,n) = v/�(G,n). Par r�ecurrence
ceci s'�etend au cas o�u l'on passe de u �a v en un nombre quelconque d'�etapes.

3.2) Erreur d'�enonc�e : une con�guration positive u est stable si et seulement si ui < di pour tout i 6 n− 1.

3.2.a) Si u est stable on prend v = u. Sinon, soit i < n tel que ui > di et u′ = u − �i. Par choix de i, u′ est une
con�guration positive et de plus µ(u′) > µ(u) pour l'ordre lexicographique (un grain au moins s'est rapproch�e du
puits). Si u′ est stable on prend v = u′. Sinon on it�ere le processus. La suite des con�gurations obtenue est �nie
car le potentiel µ augmente strictement �a chaque �eboulement et il est major�e par (N, 0, . . ., 0) avec N =

∑n
i=1 ui.

Ceci prouve que pour toute con�guration positive u il existe une con�guration positive stable v telle que u
∗→ v.

3.2.b) Soient v,w deux con�gurations positives stables telles que u
∗→ v et u

∗→w. On a donc deux suites d'�eboulements :
u = u0 → u1 → . . . → up = v et u = u′ 0 → u′1 → . . . → u′q = w. Montrons par r�ecurrence sur p que v = w.

Pour p = 0, u = v est stable donc q = 0, u = w et par cons�equent v = w.

Pour p > 1, soit i tel que u1 = u − �i : on passe de u �a u1 en �eboulant le sommet i donc ui > di. Comme
wi < di, il existe une premi�ere con�guration, u′ r telle que u′ r+1 = u′ r−�i. Par choix de r, le sommet i contient
au moins di grains dans chacune des con�gurations u′ 0, . . ., u′ r et la suite d'�eboulements :

u1 = (u′ 0 −�i)→ (u′1 −�i). . . → (u′ r −�i) = u′ r+1 → u′ r+2 → . . . → u′q = w

est valide. Ainsi on passe de u1 �a v en p − 1 �eboulements et de u1 �a w en q − 1 �eboulements. Par hypoth�ese de
r�ecurrence, v = w.

3.3) Erreur d'�enonc�e : il faut imposer (v1, ..., vn−1) 6= 0 au lieu de v 6= 0, sinon la question 3.3.b est fausse.

3.3.a) C'est �evident.

3.3.b) Soit i < n tel que vi > 0 et j ∈ {1, . . ., n − 1}. Comme le graphe est connexe, il existe dans G un chemin i
∗→ j ;

soit p sa longueur et d un majorant des degr�es des n�uds le long de ce chemin. Alors on peut amener au moins
un grain de sable en position j en partant d'une con�guration kv telle que kvi > dp : �ebouler dp−1 fois de suite

le sommet i ; il est arriv�e au moins dp−1 grains de sable sur le deuxi�eme sommet du chemin i
∗→ j ; it�erer. En

faisant varier j et par addition de con�gurations (cf a)), on peut trouver k′ ∈ N tel que k′v
∗→w o�u wj > 0 pour

tout j ∈ {1, . . ., n− 1}.

3.3.c) S'il existe u′ positive telle que u′ + δ
∗→u alors u + (u′ + δ− u)

∗→u et v = u′ + δ− u est positive non nulle.

S'il existe v positive non nulle telle que u + v
∗→u alors pour tout k ∈ N, on a u + kv

∗→u. Par adaptation de la

question pr�ec�edente, il existe k ∈ N tel que kv
∗→w o�u w est telle que wi > di pour tout i ∈ {1, . . ., n− 1}. On a

donc u + kv
∗→u + w = (u + w− δ) + δ

∗→u et u + w− δ est une con�guration positive.
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3.4) Soit u−v =
∑n

i=1 λi�i =
∑n−1

i=1 (λi−λn)�i (car �1+. . .+�n = 0). Soit I l'ensemble des indices i ∈ {1, . . ., n−1}
tels que λi > λn et soit w = u+

∑
i/∈I(λn− λi)�i = v+

∑
i∈I(λi− λn)�i. Par construction on a w

∗⇒u et w
∗⇒ v.

3.5) ε = δ + (δ− (δ⊕ δ)) est positive puisque δ l'est et δ⊕ δ est stable.

On a ε + δ = (δ− (δ⊕ δ)) + 2δ
∗→(δ− (δ⊕ δ)) + (δ⊕ δ) = δ.

3.6) Erreur d'�enonc�e : supposer u stable.

Si u est stable et u + ε
∗→u alors u est r�ecurrente par d�e�nition. Si u est r�ecurrente, soit u′ positive telle que

u′ + δ
∗→u On a donc (u′ + δ) + ε

∗→u + ε et u′ + (δ + ε)
∗→u′ + δ

∗→u. Par unicit�e de la con�guration stable

obtenue apr�es avalanche, on obtient u + ε
∗→u.

3.7) Montrons d�ej�a qu'il existe w ∈ < �1, . . .,�n > telle que wi > 0 pour tout i ∈ {1, . . ., n−1}. La con�guration −�n

est positive non nulle (au sens donn�e au d�ebut de 3.3), donc d'apr�es 3.3.b il existe k ∈ N et une con�guration

w telle que −k�n
∗→w et wi > 0 pour tout i ∈ {1, . . ., n − 1}. Si i1, . . ., ip sont les n�uds d'�eboulement dans la

s�equence −k�n
∗→w alors w = −k�n −�i1 − . . . −�ip , donc w ∈ < �1, . . .,�n >.

Consid�erons alors une con�guration quelconque u. Il existe k ∈ N tel que ui+kwi > di pour tout i ∈ {1, . . ., n−1}.
Ainsi u + kw = u′ + δ avec u′ positive. Soit v la con�guration stable obtenue par avalanche de u + kw. Par

construction on a u − v ∈ < �1, . . .,�n > et (u + kw) + ε = u′ + (δ + ε)
∗→u′ + δ = u + kw

∗→ v. Comme

(u + kw) + ε
∗→ v + ε, on obtient v + ε

∗→ v par unicit�e de la con�guration en �n d'avalanche donc v est une
con�guration r�ecurrente. Ceci prouve l'existence demand�ee.

Unicit�e : si v et v′ sont deux con�gurations r�ecurrentes dans u + < �1, . . .,�n > alors v − v′ ∈ < �1, . . .,�n >

donc il existe une con�guration w telle que w
∗⇒ v et w

∗⇒ v′. On a alors pour tout k ∈ N, w+kδ
∗⇒ v et w+kδ

∗⇒ v′

en e�ectuant les mêmes �eboulements que lors de w
∗⇒ v et w

∗⇒ v′. En choisissant k su�sament grand, toutes les

con�gurations obtenues lors de ces �eboulements sont positives, soit w+kδ
∗→ v et w+kδ

∗→ v′. Ceci implique v = v′

par unicit�e de la con�guration stable en �n d'avalanche.

3.8) ⊕ est clairement une op�eration commutative et associative. Si u est une con�guration r�ecurrente et v une con-

�guration positive quelconque alors (u + v) + ε = (u + ε) + v
∗→u + v

∗→u ⊕ v et (u + v) + ε
∗→(u ⊕ v) + ε donc

(u ⊕ v) + ε
∗→u ⊕ v, c'est-�a-dire u ⊕ v est r�ecurrente. En particulier la restriction de ⊕ �a R(G) est une op�eration

interne. Soit θ l'unique con�guration r�ecurrente dans < �1, . . .,�n > (question pr�ec�edente avec u = 0) : pour
u ∈ R(G) on a u⊕θ ∈ u+< �1, . . .,�n > dont u⊕θ = u par unicit�e dans 3.7. Ainsi θ est �el�ement neutre pour ⊕.
On montre de même que si u ∈ R(G) et v est l'unique con�guration r�ecurrente dans −u + < �1, . . .,�n > alors
u⊕ v = θ. Ainsi (R(G),⊕) est un groupe commutatif.

Isomorphisme : par 3.7, tout �el�ement de H = Zn/ < �1, . . .,�n > est la classe d'�equivalence d'une con�guration u

et donc d'une unique con�guration r�ecurrente v. Ainsi l'application R(G) 3 u 7−→ �u ∈ H est bijective. C'est un
morphisme de groupes car si u, v ∈ R(G), on a u⊕ v ∈ u + v + < �1, . . .,�n > donc u⊕ v = �u + �v. Ceci prouve
que R(G) est isomorphe �a H.

Contrairement �a ce que demande l'�enonc�e, R(G) et C(G) ne sont pas isomorphes : R(G) est in�ni car si u

est un �etat r�ecurrent alors pour tout k ∈ Z, u + kxn est aussi r�ecurrent, tandis que C(G) est �ni (question 2.5).
On peut toutefois prouver facilement les deux faits suivants :

a) l'application R(G) 3 u 7−→ (u/C(G), u1 + . . . + un) ∈ C(G)× Z est un isomorphisme de groupes ;
b) soit R′(G) le sous-ensemble des con�gurations u r�ecurrentes telles que u1 + . . . + un = 0. Alors R′(G) est un

sous-groupe de R(G) et il est isomorphe �a C(G).

IV. Configurations récurrentes et arbres couvrants

4.1) Si u est stable alors ui < di pour tout i ∈ {1, . . ., n−1} donc u1+ . . . +un−1 <
∑n−1

i=1 di <
∑n

i=1 di = 2m (chaque
arête est compt�ee deux fois dans cette derni�ere somme).

4.2) Soit u une con�guration positive et v la con�guration stable telle que u
∗→ v. Donc u−v = λ1�1+ . . . +λn−1�n−1

o�u λi est le nombre de fois o�u on a �eboul�e le n�ud i. Comme (�1, . . .,�n−1) est une famille libre (question 1.3),
λi ne d�epend que de u− v.
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4.3) L'algorithme propos�e termine car il n'existe pas de suite in�nie d'�eboulements �a partir d'une con�guration donn�ee
(cf. 3.2.a). En sortie de cet algorithme il n'y a plus aucun sommet instable ni dans S1 ni dans S>1 donc la
con�guration obtenue est stable. Ainsi l'algorithme propos�e calcule bien la con�guration stable issue de u. Cela
dit, cet algorithme est ambigu car on ne pr�ecise pas dans quel ordre �ebouler les sommets lors de l'�etape (b). On
peut prouver en s'inspirant de 3.2.b que la con�guration obtenue en sortie de (b) est ind�ependante d'un tel ordre.

La majoration demand�ee est fausse : pour i = ` le majorant propos�e, µ>`(u) card(S>`), est nul alors que le
nombre d'�eboulements ne l'est pas s'il y a au moins un sommet instable �a la distance ` du puits. Nous allons plutôt
montrer que le nombre d'�eboulements e�ectu�es �a l'�etape i est major�e par µ>i(u) card(S>i) o�u S>i = S>i−1.

Lemme 1 : soit v une con�guration positive telle que vj < dj pour tout j ∈ S>i et soit k ∈ Si. On

consid�ere une suite d'�eboulements v + xk
∗→w telle que seuls des n�uds de S>i ont �et�e �eboul�es et wj < dj

pour tout j ∈ S>i. Alors chaque n�ud de S>i a �et�e �eboul�e au plus une fois.
Démonstration : on raisonne par l'absurde et on consid�ere le premier n�ud, j, ayant �et�e �eboul�e deux fois. Si
j 6= k, soient α le nombre de n�uds voisins de j ayant �et�e �eboul�es avant le premier �eboulement de j et β le nombre
de n�uds voisins de j ayant �et�e �eboul�es entre le premier et le deuxi�eme �eboulement de j. Par choix de j, les n�uds
concern�es par ces α et β �eboulements sont distincts donc α + β 6 dj. Or le nombre de grains pr�esents en j avant
le deuxi�eme �eboulement est vj + α − dj + β < dj donc le deuxi�eme �eboulement n'a pas pu se produire. Si j = k,
avec les mêmes notations on a α+β 6 dj− 1 car il y a au moins un voisin de j dans Si−1 et ce voisin n'est jamais
�eboul�e. Le nombre de grains pr�esents en j avant le deuxi�eme �eboulement est cette fois vj + 1+ α− dj + β < dj et
on obtient �a nouveau une contradiction.

Lemme 2 : soit v une con�guration positive telle que vj < dj pour tout j ∈ S>i. On consid�ere une suite

d'�eboulements v
∗→w telle que seuls des n�uds de S>i ont �et�e �eboul�es et wj < dj pour tout j ∈ S>i. Alors

chaque n�ud de S>i a �et�e �eboul�e au plus µi(v) fois.
Démonstration : on �ecrit v = v′ +

∑
k∈Si

vkxk, c'est-�a-dire v′j = 0 si j ∈ Si et v′j = vj sinon. Donc v′ satisfait

aux hypoth�eses du lemme 1. En ajoutant un �a un �a v′ les grains de la con�guration
∑

k∈Si
vkxk, et en e�ectuant

tous les �eboulements possibles dans S>i entre chaque ajout, on obtient une suite d'�eboulements v
∗→w′ telle que

chaque n�ud de S>i a �et�e �eboul�e au plus
∑

k∈Si
vk = µi(v) fois. Par adaptation de la r�eponse donn�ee en 3.2.b,

on voit que w′ = w donc les �eboulements e�ectu�es sont �a l'ordre pr�es ceux e�ectu�es dans n'importe quelle suite

d'�eboulements v
∗→w.

Proposition : l'algorithme donn�e dans l'�enonc�e e�ectue au plus µ>i(u) card(S>i) �eboulements lors de
l'�etape i.
Démonstration : Soit v,w les con�gurations �a l'entr�ee et �a la sortie de l'�etape i. Donc v et w satisfont aux
hypoth�eses du lemme 2. Puisqu'on n'a e�ectu�e dans les �etapes pr�ec�edentes que des �eboulements de n�uds �a la
distance au moins i+ 1 du puits, on a µi(v) 6 µ>i(v) = µ>i(u). La majoration obtenue au lemme 2 permet alors
de conclure.

Complexité d’une avalanche u
∗→ v : en appliquant l'in�egalit�e pr�ec�edente �a chaque �etape et en remarquant que

la valeur de µ>i sur la con�guration en cours n'est pas modi��ee avant l'�etape i, on obtient :

nombre total d'�eboulements 6
∑̀
i=1

µ>i(u) card(S>i) 6 `np.

4.4) u �etant stable, le nombre de grains hors du puits pour u est major�e par
∑n−1

i=1 (di − 1) 6
∑n

i=1(di − 1) = 2m−n.

ε = 2δ−(δ⊕δ) donc le nombre de grains hors du puits pour ε est major�e par 2
∑n−1

i=1 di 6 4m. D'apr�es la question
pr�ec�edente, la complexit�e d'une avalanche �a partir de u+ ε est major�ee par `n(6m− n) = O(n3`). On obtient de
même une majoration par O(n3`) pour le calcul de u⊕ v si u et v sont r�ecurrentes ou plus g�en�eralement stables.

4.5) Erreur d'�enonc�e : supposer u stable.

Si u est stable et u+β
∗→u alors u est r�ecurrente par d�e�nition. Si u est r�ecurrente alors u+β

∗→u⊕β et on sait
depuis 3.7 que u ⊕ β est l'unique con�guration r�ecurrente dans u + β + < �1, . . .,�n > = u + < �1, . . .,�n >.

D'o�u u + β
∗→u.

Si u est r�ecurrente, soient i1, . . ., ip les n�uds �eboul�es dans u + β
∗→u. On a donc u = u + β−�i1 − . . . −�ip ,

soit �i1 + . . . + �ip = β = −�n = �1 + . . . + �n−1. Par libert�e de (�1, . . .,�n−1) on en d�eduit que (i1, . . ., ip)
est une permutation de (1, . . ., n− 1), donc chaque n�ud autre que le puits est �eboul�e exactement une fois.
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L'algorithme suivant v�eri�e que u est r�ecurrente.

{ V�eri�er que 0 6 ui < di pour tout i ∈ {1, . . ., n− 1}.
{ I ←− ∅ (sommets instables), S ←−{1, . . ., n− 1} (sommets stables).
{ Pour i ∈ {1, . . ., n− 1} :

ui ←− ui + 1 ;
d�eplacer i de S vers I si ui = di.

{ Tant que I 6= ∅ :
choisir un sommet i ∈ I ;
l'�ebouler ;
d�eplacer de S vers I les voisins devenus instables ;
retirer i de I.

{ V�eri�er que S = ∅.
{ V�eri�er que ui < di pour tout i ∈ {1, . . ., n− 1}.

La complexit�e spatiale est O(n) et la complexit�e temporelle est O(n+m) si l'on repr�esente I par une liste châ�n�ee,
S par un tableau de bool�eens, u par un tableau de valeurs et le graphe par un tableau de listes d'adjacence.

4.6) u(i+1) est la con�guration d�eduite de u(i) par �eboulement simultan�e de tous les n�uds instables donc est d�eduite

de u(0) par �eboulements. Comme il n'existe pas de suite in�nie d'�eboulements �a partir d'une con�guration donn�ee,
l'algorithme termine et fournit, comme derni�ere con�guration, u(p+1) = u ⊕ β. Si u est r�ecurrente alors chaque
n�ud autre que le puits est �eboul�e une et une seule fois donc (R0, . . ., Rp) est une partition de {1, . . ., n − 1} et
(R−1, . . ., Rp) est une partition de {1, . . ., n}. Consid�erons alors un n�ud k ∈ Ri. Si i > 1, ce n�ud �etait stable

dans u(i−1) donc les u
(i)
k − dk + 1 grains surnum�eraires proviennent tous des �eboulements de Ri−1. Il en r�esulte

que Vk∩Ri−1 a au moins u
(i)
k −dk+1 �el�ements et donc la s�election du (u

(i)
k −dk+1)-�eme �el�ement de cet ensemble

est valide. On peut tenir le même raisonnement si i = 0 en posant u(−1) = u.

4.7) Pour i > 1 et pour chaque n�ud k ∈ Ri, il existe une et une seule arête dans A menant de k �a un sommet ` ∈ Ri−1,
donc tout n�ud de X est reli�e par un unique chemin dans T au n�ud n. Ceci prouve que T est connexe sans cycle ;
c'est un arbre couvrant de G.

4.8) Soient u, v deux con�gurations r�ecurrentes ayant même arbre couvrant associ�e T . Les ensembles Ri obtenus dans
l'algorithme thermique �a partir de u et v sont donc les mêmes car Ri est calculable �a partir de T : c'est l'ensemble
des n�uds �a la distance i+1 de n dans T . Il en r�esulte que u−u(i) =

∑
j∈R−1∪. . .∪Ri−1

�j = v− v(i) pour tout i.

En�n si k ∈ Ri et si ` est l'ascendant de k dans Ri−1 alors u
(i)
k −dk +1 = rang de ` dans Vk ∩Ri−1 = v

(i)
k −dk +1

donc u
(i)
k = v

(i)
k , et uk = vk. Ainsi u et v co��ncindent sur R0 ∪ . . . ∪ Rp = {1, . . ., n− 1}.

Par contre rien ne permet d'a�rmer que un = vn ; c'est une hypoth�ese manquante dans l'�enonc�e.

4.9) La r�eponse pr�ec�edente fournit une construction de u �a partir de T :

soit Ri l'ensemble des n�uds �a la distance i + 1 de n dans T ;
pour tout i ∈ N et tout k ∈ Ri :

soit ` l'ascendant de k dans Ri−1 ;
poser uk = (

∑
j∈R−1∪. . .∪Ri−1

�j)k + dk − 1 + (rang de ` dans Vk ∩ Ri−1) ;

choisir un arbitrairement.

Il reste �a v�eri�er que u est ainsi bien d�e�nie, positive, stable, r�ecurrente et que l'algorithme thermique appliqu�e
�a u redonne T .

u est bien définie : soit p la plus grande distance entre n et un n�ud quelconque de X. Par construction la
famille (Ri)−16i6p est une partition de X. Si i ∈ {0, . . ., p} et k ∈ Ri alors ` est bien d�e�ni et appartient �a Vk∩Ri−1
par d�e�nitions de Vk et Ri−1 donc la formule d�e�nissant uk a un sens. Ainsi uk est d�e�ni sans ambigu��t�e pour
tout k ∈ {1, . . ., n}.

u est positive : Soit i ∈ {0, . . ., p} et k ∈ Ri. (
∑

j∈R−1∪. . .∪Ri−1
�j)k = − card(Vk ∩ (R−1 ∪ . . . ∪ Ri−1)) > −dk

donc uk > 0.

u est stable : avec les mêmes notations, (
∑

j∈R−1∪. . .∪Ri−1
�j)k 6 − card(Vk ∩ Ri−1) donc uk 6 dk − 1.
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Algorithme thermique pour u : on note R′i les ensembles not�es Ri dans l'algorithme thermique appliqu�e �a u

et on v�eri�e par r�ecurrence sur i > −1 que R′i = Ri. C'est �evident si i = −1. Si i ∈ N et si R′j = Rj pour tout j < i,
consid�erons k ∈ X et soit q tel que k ∈ Rq. Si q > i alors :

u
(i)
k = uk −

( ∑
j∈R′−1

∪. . .∪R′
i−1

�j

)
k
=

( ∑
j∈Ri∪. . .∪Rq−1

�j

)
k
+ dk − 1 + (rang de ` dans Vk ∩ Rq−1).

Puisque k ∈ Rq on a k /∈ Ri ∪ . . . ∪ Rq−1 et donc (
∑

j∈Ri∪. . .∪Rq−1
�j)k = − card(Vk ∩ (Ri ∪ . . . ∪ Rq−1)). On en

d�eduit k ∈ R′i ⇐⇒ u
(i)
k > dk ⇐⇒ card(Vk ∩ (Ri ∪ . . . ∪ Rq−1)) + 1 6 (rang de ` dans Vk ∩ Rq−1) ⇐⇒ q = i.

Si q > i on a de même :

u
(i)
k = −

( ∑
j∈Rq∪. . .∪Ri−1

�j

)
k
+ dk − 1 + (rang de ` dans Vk ∩ Rq−1)

= card(Vk ∩ (Rq ∪ . . . ∪ Ri−1))− 1 + (rang de ` dans Vk ∩ Rq−1).

6 card(Vk ∩ (Rq−1 ∪ . . . ∪ Ri−1))− 1

< dk.

Donc k /∈ R′i. Ainsi Ri et R′i contiennent les mêmes �el�ements ; ces ensembles sont �egaux et la r�ecurrence est
termin�ee.

On en d�eduit alors que le n�ud ` donn�e dans la d�e�nition de u et celui d�e�ni dans l'algorithme thermique
co��ncident pour tout k ∈ {1, . . ., n − 1}, et donc les arêtes de l'abre couvrant produit par l'algorithme thermique
sont exactement celles de T . En conclusion : l'algorithme thermique appliqu�e �a u donne l'arbre couvrant T .

u est récurrente : d'apr�es les calculs pr�ec�edents, pour k ∈ {1, . . ., n− 1} on a

u
(p+1)
k = card(Vk ∩ (Rq−1 ∪ . . . ∪ Rp))− 1 + (rang de ` dans Vk ∩ Rq−1)

= dk − 1 + (rang de ` dans Vk ∩ Rq−1)

= uk

car tout voisin de k est �a la distance au moins q− 1 de n dans T . On a aussi u
(p+1)
n = un car le nombre total de

grains est conserv�e dans l'algorithme thermique, d'o�u u = u(p+1) = u⊕β. Sachant que u est stable, on en d�eduit
que u est r�ecurrente d'apr�es 4.5.

4.10) On d�eduit des deux questions pr�ec�edentes qu'il y a bijection entre l'ensemble des arbres couvrants de G et l'ensemble
des con�gurations r�ecurrentes ayant un nombre �x�e de grains dans le puits (neuvi�eme et derni�ere erreur de
l'�enonc�e). En particulier ces ensembles ont même cardinal.

Fin du corrigé
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