Epreuve commune Maths ENS Paris Lyon Cachan 2009

A - Fonction d’exclusion associée a un polynéme

n € N*, (ag,ay,...,a,) € R" a, #0.

P(z) = i arz®. 7 est ensemble des racines réelles de P, on suppose Z # (.
QA1) z € R est fixé.

n | p) (g
M(z,t) = |[P(x)| = > wtk

k=1

P est un polynome de degré n, P™ est donc un polynéme constant égal a a, x nl.
La fonction H : t — M(x,t) est une fonction polynéome de degré n, de coefficient
dominant —|a,,|.

n Pk
Sa dérivée est H' : t +— — Z kﬂtk_l. Sit>0, H'(t) < —nla,|t" ' <0.

k!

k=1
La fonction est strictement décroissante sur |0, +oo[. Comme elle est continue en 0,
elle est strictement décroissante sur [0, +oo[. La fonction H est continue, strictement
monotone sur l'intervalle I = [0, +-o00[. L’intervalle image est H (/) =] tli+m H(t), H(0)].
H réalise une bijection de I sur H(I).
Mais H(t) ~40o —|ay|t" et done 1tlier H(t) = —o00. De plus H(0) = |P(x)| > 0.
0 € H(I) et posséde un antécédent unique par H.
Il existe bien un unique réel positif, noté m(x) tel que H(m(x)) = M(x,m(z)) = 0.
QA.2) P(z) = 2*—1. M(x,t) = |22 =1]|—=|2z|t—1*> = — ((t + |z])* — |z]* — |2* — 1]).
L’unique racine positive est m(z) = —|z| + /22 + |22 — 1].
La fonction m est continue sur R et dérivable sur chacun des intervalles | — co — 1],
| —1,0[,]0,1[ et |1, 400, par composition et somme de fonctions dérivables.

2z
oSiz<—1,m@)=x+v222—-1, m'(z) =1+ ——

lim m/(z) = —1. Comme m est continue en -1, le théoréme d’extension du
r——1-
caractére dérivable permet d’affirmer que m est dérivable & gauche en -1 et
m,(—1) = —1.

9

o Sur | —1,0[, m(x) = v + 1. my(—1) = 1, m_(0) = 1.

o Sur |0, 1], m(r) = —x + 1. my(0) = —1, m;(1) = —1.
o Sur |1, +oof, m(z) = —x + V222 — 1. mj(1) = 1.

QA..3) La fonction t — M (z,t) est strictement décroissante sur R et s’annule de
maniére unique en ¢t = m(x). Donc pour t > 0, t = m(z) < M(z,t) = 0.

Or M(z,0) = |P(x)|.

Donc m(z) =0« |P(z)] =0 < P(z) = 0.



QA..4) Soit x,y deux réels. Appliquons la formule de Taylor & Pordre n & P entre z
et y. La dérivée (n + 1)-éme de P est nulle donc :

" pk) (4 " pk) (g
Ply) =S 20 et Pl = Py~ 3 E Dy

k! k!
k=0 k=1
On a: |P(x)| <|P(y) |+Z’ ||y z|* et donc
p
[P(y)| = | P(x Z‘ 1 !y " =M (z, |y - ).

Si P(z) # 0, le reel m(m) est strictement positif. Vu la stricte décroissance sur R*
de la fonction t — M (z,t) la condition |y — x| < m(z) entraine M (z, |y — x|) > 0.
L’inégalité précédente permet alors de conclure que |P(y)| > 0 et en particulier

P(y) # 0.

QA.5) Soit x € R avec P(z) # 0. D’aprés la question précédente, Uintervalle
|z —m(x),x + m(x)[ ne contient pas de racine de P. Donc d(x,Z) > m(z).
Si P(x) =0, m(z) =0et x € Z donc d(z, Z) = 0. Dans tous les cas :

m(z) < d(x,Z).
QA.6) e >0estfixtetz € R .

QA.6.1) Sim(x) > ¢, les deux réels m(x) + € et m(x) — £ sont strictement positifs
et, vu la stricte décroissance de t — M (x,t) sur RT on a :

M (x,m(x) +¢) < M(x,m(z)) =0 < M (z,m(z) — &)

La fonction X +— M (X, m(z) + ¢) est continue sur R (z est fixé). Notons « sa
valeur en z. a = M(xz,x + m(x)) < 0. Par continuité il existe 7, > 0 tel que
|1 X — x| <m = M(X,m(z)—¢) € 3706,%
Et:|y—a| <m= My,m(x)+e)<a/2<0.
Le méme raisonnement avec la fonction X — M (X, m(x)—¢) donne l'existence d’un
réel ny tel que @ |y — x| < me = M(y,m(x) +¢) > M(x,m(z) +¢)/2 > 0.
Avec n = min(n,m2), |z —y| <n= M (y,m(xz) +¢) <0< M (y,m(z) — €).
QA.6.2) Si m(z) < ¢, I'étude précédente donne l'existence de n > 0 tel que
|z —y| <n=M(y,m(z)+¢e) <O0.
QA..6.3) Pour tout z l'application ¢t — M(z,t) est strictement décroissante sur R .
Sit>0, M(z,t) >0t <m(z) et M(2,t) <0<t >m(z).
Soit x fixé et € > 0.
o Si m(x) > e soit n > 0 obtenu dans la question précédente :
|z —yl <n=M(y,m(x)+¢e) <0< M(y,m(x)—¢)
|z —yl <n=m(x)+ec>my)etm(x) —e <m(y)
lt—y|<n=—<<m(y) —m(z)<e
o Si m(x) < e le n obtenu donne :
|z —y| <n=m(y) —m(x) < e mais aussi m(y) > 0 et —m(z) > —¢ et donc
m(y) — m(z) > —e.



On a donc montré que :
Ve>0,In>0/|x—y| <n=Im(z) —m(y)| <e.
La fonction m est continue en tout point x de R.

QA..7) Etude de la dérivabilité de m :
QA.7.1) Soit (z,y) € R? et h # 0.

" P (g
0= M(z,m(z)) = [Plx)] - > “)k#m )k

&) (2 + h)|

~ |P
0=M(z+ h,m(z+h)) =|Plx+h)| — Z%m(m—i—h)k
k=1 '
Par différence, et en divisant par h on obtient :
[Pz +h)| —[P(z)| | Dk m(z +h)* —m(x)*
— Pk h
h kz_: [PH w4 h) k!

nt ‘P(k)(x + h)| — ‘P(k)(x)}

o m(z)* = 0.

k=1

QA.7.2) z € R, P®(z) # 0 pour k = 0..(n — 1). Par continuité de P et de ses
dérivées successives, il existe un intervalle ouvert de centre x tel que chacune des
dérivées de P garde un signe constant sur cet intervalle.

Pour h assez petit I’égalité précédente s’écrit :

signe(P(z)) (P(z + h) — P(x)) " m(z + h)* —m(z)*
h - > PPz + n)| v

1
signe(P® (z))
1

n

PR (z 4+ h) — P¥) ()

N m(x)* = 0.

e
Il

signe(P(x)) (P(z + h)

Notons A(h) = — P(m)) lim A(h) = signe(P(x))P'(x).

h h—0
n—1
pPk) h) — p)
De méme si B(h) = Zsz’gne(P(k)(:c)) G h]){;! (x)m(l’)k>
n—1

P(k+1)(x)
. (k) k
}lllil’(l)B Z signe(P X m(x)”.

k=1

D’autre part pour k> 1 donné : m(z + h)* — m(2)* = (m(z + h) — m(z)) T(k, h)

avec T'(k, h) Zm x4+ h)'m(z)*17". 1l vient :

m(z + hf)L - (Z |PW(z + h)| T(k, h)) = A(h) — B(h)

k=1

h—0

Or : lim (i |P®) (2 + h)| T(k, h)) = zn: |P®) (2)] km ()"
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Comme m(z) > 0 car P(z) # 0, cette derniére limite est non nulle.
m(z + h) — m(x)

On en déduit que }llirr(l] existe. m est dérivable en x et en remplagant

et en effectuant un changement d’indice on obtient :

P'(z)signe (P(z)) — Y p_y P¥)(z)signe (P*~V(z)) m(z)*1/(k — 1)!
Dt [P (@) m(a)et/ (k= 1)

QA..7.3) On obtient des formules similaires sur des intervalles a gauche ou a droite

de 0, le signe des quantités restant constant sur Iintervalle d’étude. On obtient :

e (Z PO+ )| Tk, h)) — Ai(h) - Bi(h).

L’expresswn en facteur a une limite non nulle, supérieure a n|a,|m(x)"".

Le taux d’accroissement de m en x a donc une limite a gauche et & droite. La fonction
est dérivable a gauche et a droite en z.

L’étude de 'exemple montre que la fonction m peut ne pas étre dérivable.

m/(z) =

QA..7.4) On suppose désormais et jusqu’a la fin de la partie A que toutes les racines
réelles de P sont simples. Soit x I'une de ces racines. P(z) = m(z) =0et P'(x) #0
car r est racine simple de P.

La formule de la question QA.7.1) : devient :

93+h & m(z + h)"
Zypk) +h)| = =0

x m(x - m(x k=1
Pl _ <h+h>Z‘P(k>(Hh)| (2+1)

k=1
m(z +h)"!

Notons As(h Z !P (x + h I

Par continuité de m et des dérivées de P, }Lm% Ay(h) = |P'(xzh)| # 0.

On peut donc trouver un intervalle |z, z + r] ou l'on peut écrire :

m(z+h)  Plx+h) 1

N =g ? X 00 avec ¢o = £1. On obtient :
. m(z+h) —m(z) P'(x)
1 = =
s h 0% TPi(p)]

m est bien dérivable a droite en xz, racine de P. Comme, pour h > 0, m(z+h)/h > 0,
la limite du taux d’accroissement est ici +1.
De manié¢re identique on montre que m est dérivable a gauche en x et m; () = —1.

QA..8) En tout point x o m est dérivable on a :

‘P’(x)signe (P(x)) — Yo, PP (z)signe (P(’“_l)(x)) m(x)k_l‘ /(k —
> i [PB ()] m(ﬂf)’“_l/(/C — 1!

2t [P (@) m(@)* !/ (k — 1))
2 ke | PW()] ()1/(/€ nt
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[m’ ()| =

m’(z)| <



Soit alors deux réels z,y avec v < y

o si m est dérivable sur |z, y[; comme m est continue sur [z,y], et que m’ est
bornée, on peut appliquer 'inégalité des accroissements finis

Im(y) —m(z)] < S}up[ Im/(8)| x |y — 2| < |y — z|
te|z,y

o si non il existe un nombre fini de points z1,..., 2, avec r < 21 < ... < 2z, < y ol
m n’est pas dérivable. Mais on peut écrire :

Im(y) —m(x)| = Im(y) —m(z) +m(z) — ... = m(z1) + m(z) —m(z)|
Im(y) —m(x)| < Im(y) —m(z)|+ ... +[m(z) —m(@)| < |y —z[+ ..+ |z — 7]
Im(y) —m(x)| <y—z+.+z—z=y—=x
Méme étude en échangeant le role de x et y. Donc :
V(z,y) € R?, Im(y) —m(z)| < |y — =]

QA.9) On admet lexistence de

m_ = lim M

et de my, = lim M
oo Tl

oo ol

QA..9.1) Pour tout entier k, 1 <k <mn:
P®(z) =100 n(n —1)...(n — k + Da,z"* 4 o(z" %) et m(z) =100 myx + o).

|
Dot [PO(a)mia)! = 7=y lanlmla” + 0(a”)
i !
La formule (1) donne : |a,|z" — kz:; m ko™ +o(a™) = 0.

n!

Comme a,, # 0, 1 — Z mmi =5 0(1).
k=1 """

La constante ainsi obtenue est donc nulle. La méme étude en —oo donne :

" n! - n!
T N o R N LSy )
;k!(n—k)!m ;k!(n—k)!””

QA.9.2) On obtient : 1 — Z (Z) mt =0=2—(1+my)"
k=1
Comme m,. > 0, my = V/2 — 1. Idem pour m_.

m(z)

d(x,7)
Nous allons montrer que f est continue sur R.

QA..10) Soit f la fonction égale & f(z) = six & Z et égale a 1 sinon.



o six & Z, comme Z est un ensemble fini il existe un réel » > 0 et un élément
x; € Z tel que, Vy €l —r,x+ 7], d(y, Z) = |y — xi].
m(y)
|y — il
o six € Z, il existe r > 0 tel que , Vy €]z —r,z +r[, d(y, Z) = |y — x|
m(x) = 0. m est dérivable & gauche en z et m;(r) = —1 donc
m(y) =.- —(y— ) +oly—x)=ly—z[+o(y — )
Méme étude a droite. m(y) =, |y — x| +o(y — ) et donc lelirglc fly) =1= f(x).

Sur cet intervalle, f(y) = ce qui assure la continuité de f en x.

Soit alors x1, ..., x, les racines de P rangées dans l'ordre croissant.

Pour x > x,, d(z,Z) = x — x, et f(x) = m(z) ~ m(z) omt
T — I,
De méme lim f(z)=m~ =m" > 0.
+ 3 +
On peut trouver un réel A tel que : x| > A= f(x) € %’ _7;

Mais f est continue sur le segment [—A, A] et f([—A, A]) est un segment [a, b] avec
a > 0 car f ne prend que des valeurs strictement positives.

Soit a,, = min(m™*/2,a). Vo € R, f(x) > a,, > 0.

On obtient donc pour tout x réel :

apd(z, Z) < m(z)

B - Détermination d’un intervalle de R contenant
toutes les racines de P.

On note xg = max |z|.On suppose a, =1 et (ag,ay, ..., an—1) # (0,0, ...,0).
BAS

n—1
QB.1) Q(z) = 2" — Z |ag |z
k=0

n—1
Pour z # 0, Q(z) = 2" | 1 — Z ]ak\xk”> = 2" H(x).
k=0
La fonction H; est dérivable sur R%, de dérivée strictement positive car 1'un au
moins des a; est non nul. lim Hi(x) = —o0 et lim H;(x) = 1. H; réalise une
x—0 T——+00

bijection de R dans | — oo, 1[. Il existe donc un unique 75 > 0 tel que Hy(rg) = 0.
Mais pour x # 0, Q(x) = 0 < Hy(z) = 0 d’oit 1 est 'unique réel strictement positif
pour lequel () s’annule.

QB.2) Si 2y = 0, toutes les égalités a démontrer sont vérifiées. On supposera donc

dans la suite xq > 0.
Il existe un élément x; € Z tel que zo = |z;|. Mais P(z;) = 0 donc :

n—1 n—1 n—1
==Y apat = ||t =2l = apa¥| < |lag|xk
i kg il — 4o — kLi | = kl%0-
k=1 k=1 k=0




On obtient Q(zo) < 0, Hi(xy) <0 et donc zg < 7.
Sir > 0 verifie, Q(r) > 0 alors Hy(r) > 0 et d’aprés les variations de Hy, 7 > 7.
Donc en résumé si r > 0 vérifie Q(r) > 0 alors on a o < r.

QB.3)
o ou bien xy < 1 et 'inégalité demandée est vraie
o ou bien zy > 1 et pour tout k avec 0 < k <n—1, zf < x{~".
n—1
L’inégalité de QB.2) donne : zj < <Z |ak|) nt

k=0

e
Comme 29 > 0on a: zy < E |ag|.
k=0

n—1
On a toujours : xy < max (1, |ak|> .
k=0

QB.4) Si P(x) =0, Pi(x) = (x — 1)5(35) = 0.

En développant on obtient : "™ + Z(akﬂ — ak):ck —ag = 0.
k=1
Soit alors Z; ’ensemble des racines de Py. Z; = Z U {1}.
Notons z(, = sug |z]. On a : zp < xf et x5 > 1.
[ASVA
En appliquant le résultat de la question précédente a x{, et P, on obtient :

n—1
xo < x5 < a1 — 1|+ Z |a — ap—1| + |aol.
k=1
|an—2] |ai] |ao|
QB.5) Supposons que xy > 2|a,_1|, xg > 2 jeenyTg > 2—— et xg > —
) |an—1|71 |az] a1
On a alors : |anl_1| < % |an1_2| < % o lar] < 50 Jaol < 2”591
) . n "
i = 3o o < (3057545
k=0 k=0 k=1
1 1 /2n—-1
C >0, 1< 2k 2 —1+2) =1
omme x (; —l—) 2n(2_1 +)

Contradiction. Donc g est inférieur & au moins I'un des réels utilisés plus haut et :

2o < max <2|an_1|, planal - plaa] M)
| 1] |as| " |ad]
QB.6)

o P(x)=1+xz+ a2+ 2%
Par QB.4, g <1 et par QB.5 o < 2.



25 11 3
Plz) = 2 4 g 2424 48,

o P(x) 12+ 6x1+ 21x —i—lx N
Par QB4 79 < — 4+ =~ + -+ 2 = 2°
ar QB4 zo S s+at It T

22 25
et par QB.5 g < max (3, o ﬁ) =3.

C - Algorithme d’exclusion

e > 0 est fixé, P a au moins une racine réelle et ses racines sont simples.
Z ={x1,...,x,}. oy, a &té introduit en QA..10.

n

p
B = {$ € Rtels que |z — x;| < i} Z, = UBz’,a‘
. i=1

On va construire un ensemble F. tel que Z C F. C Z..
Soit R tel que Z C [—R, R]. On construit une suite de réels (y,)nen €t une suite
d’ensembles de R de la facon suivante :

Yo = —R et Fy. = ().Le réel y, et I'ensemble F,, . étant connus, on construit y,; de

la maniére suivante :

o si m(y,) > ¢/2, on pose Yni1 = Yn +m(yn) et Frpr o = Fc.

e sinon on cherche le plus petit entier k strictement positif tel que
m(yn + ke) > €/2 et on pose y,11 = Y, + ke. On définit alors

o si Yn S Yn+1 — m(yn-i-l) :
Fotie = FocUYn, Ynt1 — m(Yni1)]
o sinon Fyi. = F, ..
QC.1) Soit ¢ > R; d(x,Z) > x — R car Z C [-R, R].
Et donc : m(x) > a,d(z,Z) > ap(xr — R). D’ou lim m(z) = +o0.

T—+00
Soit alors y un réel quelconque.

o ou bien m(y) >¢/2 ety =y+m(y) >y+¢e/2
o ou bien m(y) < £/2 et dans ce cas on considére l’ensemble des entiers
{p € N/m(y+pe) > /2}. Cet ensemble n’est pas vide car, d’aprés la remarque
préliminaire, 1ir+n m(y + pe) = +oo. Cet ensemble d’entiers posséde donc un
p——+00
plus petit élément qui, d’aprés 'hypothése , est strictement positif.
Notons k cet entier et iy = y + ke.
On a encore y >y + /2.

Ces remarques montrent que le réel y,, .1 est toujours bien défini & partir de y, et
que Yn11 — Yn > /2. Donc pour tout n, y, > yo + ne/2.

Comme liIE Yn = +00, il existe un entier ny pour lequel y,, > R.
n—-+0oo

QC.2) Soit n entier positif donné. On définit deux ensembles G,, et H, par :

8



o sim(y,) >¢/2, G, =0 et H, = [Yn, Yni1]
o si m(y,) < e/2,

* sl Yn < Yn+1 — m(ynJrl) :
Gn = [Yns Ynt1 — M(Yns1] et Hy =]yns1 — m(Yns1)s Yns|

* sinon G,, = 0 et Hy, = [Yn, Yn1[
Par construction , pour tout n :
o Gn NH, = @, Gn UH, = [ynuyn+1[

n
© U Gk = Fn-i—l,s
k=0

no—1
o Comme Z C [—R,R| C [Yo,Yn,|= U (G U Hy) et que les ensembles Hy et
no—1 k=0
Gy sont disjoints, Z = | J (ZNGy) U (Z N Hy)
k=1

no—1
o Bt donc Z = (ZNF,,.)U <U ZﬂHk)
k=0
Montrons donc que , pour tout n, Z N H,, = 0. En effet :
o ou bien m(y,) > €/2 et Ynt1 = Yn + m(Yn), Hn = [Yn, Ynt1]-
Pour tout t € Hy, |t —yn| =t — yp < m(yn) < d(yn, Z) donc t ¢ Z.
o ou bien dans les deux cas de figure H,, Clyns1 — m(Ynt1), Yni1|
et t € Hy = |t — Ypa1| < mYns1) < dYns1, Z2) =t € Z.

On a toujours Z N H,, =0 et donc Z = Z N F,, . ce qui montre que
Z C Fyy e

QC.3) Montrons enfin que chaque G, est inclus dans Z..

Etudions les ensembles GG,, non vides.

Dans ce cas m(y,) < /2, m(y, +¢) <e/2,..m(y, + (k—1)e) <¢e/2

m(yn) + ke > 5/27 Ynt+1 = m(yn> + ke, G, = [ymyn—&-l - m(yn—H] - [yna yn+1['
Chaque élément t de G,, est a une distance inférieure ou égale a €/2 d’un des points
Yns Yn + &5 oy + (B — 1e.

Soit t dans G, et y associé.

Vit € G, Jy € R tel que m(y) <e/2et |t —y| <eg/2.

Comme «a,d(y, Z) <m(y) <e/2,onad(y,Z) < 26

n

e i€
Zan’y 200, |

On a alors : |t—z|§|t—y|—|—|y—z|<£+i§icar0<an§1.
2 20, T an
Donc, Vt € G, t € Z..

Il existe donc au moins un élément de Z , z, dans |y —



no—1
On a bien : F, . = U Gy C Z..

k=0
QC.4) Supposons que les valeurs de m(z) soient toutes connues a 1 prés avec n > 0
quelconque.. Notons pour x donné, m(z) la valeur obtenue;

m(z) €lm(x) —n,m(zx) +n]

On prend ¢ = 47n. On modifie la construction de la suite et des ensembles de la

maniére suivante.

Supposons ¥, connu.

1. Sim(y,) >¢/2,onam(y,) >m(y,) —n>¢/2—n=¢e/4
On prend yn41 = yn + m(yn) -
Ynt1 = Yn = /4 et d(yn, Z) = m(yn) = m(yn) — 1.
Il n’y a donc pas d’éléments de Z dans [y, Yni1]-
2. Sim(yn) < /2, alors m(y,) < m(y,) +1n < ¢e/2+n=3e/4.

On considére k, le plus petit entier strictement positif tel que
m(yn + 3ke/2) > /2.
On prend : y,41 = Yn + 3ke/2 et Yp11 — yn > 3/2 > /4.
On a alors m(yn11) > M(Yps1) —n > €/4
Si Yna1 — M(Yn1) +1 < Yp alors yp1 —m(yns1) < yn et il n’y a pas d’éléments
de Z dans [y, Yni1|
Sinon on étudie les éléments de 'ensemble G, = [Yn, Ynt+1 — M(Yns1 + 1) et
H) = [Yns1 — M(Ynr1 + 1, Ynta-
Dans H] il n’y a pas d’¢léments de Z et dans G|, tout élément t est situé a
une distance inférieure a 3¢/4 d’un point z tel que m(z) < 3¢/4.
La distance de x & Z est majorée par 3¢/4a,.
La distance de t & Z est majorée par 3¢/2q,,.

Fin de I’épreuve

Corrigé rédigé par Hugues Demongeot- PC* Dijon ; merci de transmettre toute
remarque, erreur ou omission décelée.
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