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HATHMATIQUES 1 ' 3 p a g e s  d a c t v l o g r a p h i é e s  M 
N.B : On i d e n t i f i e  les p o l y n ô m e s  c o e f f i c i e n t s  réels  e t  les f u n c t i o n s  polynÔmes 

associées.  
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I t . ; i )Montrer  q u e .  p o u r  t o u t  e n t i e r  n 3 0  e t  t o u t  recl x > O ,  l ' i n t é g r a l e  

-Y  

c o n v e r g e ,  e t  v é r i f i e  : O < I~ ( y )  <L x n +  1 

b )  M o n t r e r  q u e ,  p o u r  t o u t  e n t i e r  n + O ,  x -In ( X I  d é f i n i t  une  a p p l i c a t i o n  
d é r i v a b l e ,  In. d e  JO, + -  c d a n s  rR. & t e r m i n e r  1; . 
1 . 2 .  Pour t o u t  e n t i e r  n 1 e t  t o u t  r ee l  x > o .  on p03e : 

( n - l ) !  
X "  

f n  ( x )  = - 1 - l !  + 2 !  - ... ( - l ) n - '  

Or; p o s e  d e  p l u s  : fo  ( X I  = O .  

.. . , - r i f i e r ,  pour  tout e n t i e r  n > / c  e t  t . ) u t  r i e l  x ; O : 

On p o s e r a  d é s o r m a i s ,  p o u r  t o u t  x > O  : 

Le b u t  du p r o b l è m e  est l ' é t u d e  d ' a p p r o x i m a t i o n s  d e  l a  f o n c t i o n  P .  

1.3. On d i r a  q u ' u n e  a p p l i c a t i o n  + d e  Io ,  + -[ d a n s  IR a d m e t  un d e v e l o p p e m e n t  limité 
d ' o r d r e  n a u  v o i s i n a g e  de + -  si l ' o n  p e u t  t r o u v e r  des  c o n s t a n t e s  ao,  a l ,  ..., an 
e t  u n e  f o n c t i o n  c v é r i f i a n t  xLiT.p E ( X )  = 0 t e l les  q u e  l ' o n  a i t ,  p o u r  t o u t  x > O : 

E t a b l i r  q u e  la f o n c t i o n  p d é f i n l e  e n  1 .2 .  a d m e t ,  à t o u t  o rd re ,  u n  d é v e l o p -  
pement  l imi t é  a u  v o i s i n a g e  de + W .  

1.4. Peut-on t r o u v e r  u n  rée l  A > O  e t  u n e  s u i t e  réel le  D vérifiant p o u r  
t o u t  x > A : 

1.5.  D é t e r m i n e r ,  p a r m i  l e s  f n  (101, OÙ n d é c r i t m  , c e u x  q u i  f o u r n i s s e n t  les 
m e i l l e u r e s  a p p r o x i m a t i o n s  p a r  d é f a u t  e t  p a r  e x c k s  d e  P (10).  En d é d u i r e  u n e  ~. 

v a l e u r  a p p r o c h é e  d e  

1 1 . 1  a )  M o n t r e r  q u e ,  

J, ( x )  = 

c o n v e r g e .  On d é f i n i t  

b )  E x p r i m e r  l a  

Y -  xp 1 ( x ) .  P 

cp(l0)  e t  d o n n e r  une  marge d ' i n c e r t i t u d e .  
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p o u r  t o u t  e n t i e r  m + O  e t  t o u t  réel x > O ,  l ' i n t é g r a l e  

a i n s i  u n e  a p p l i c a t i o n  J, d e  3 0 ,  + m [  d a n s  m. 

f o n c t i o n  J, s o u 9  forme d ' u n e  c o m b i n a i s o n  l i n é a i r e  d e s  f o n c t i o n s  

. . ./. . 



3 )  E t a b l i r  q u e  l a  f o n c t i o n  J, e s t  d e u x  f o i s  d é r i v a b l e  s u r  10, +- [. 

!Or: ne demande p a s  d e  d é t e r m i n e r  J i  ) .  

1 1 . 2 .  D e t e r m i n e r ,  e n  f o n c t i o n  d e  l ' e n t i e r  rn p 1 ,  d e s  e n t i e r s  r e l a t i f s  cj,, e t  
t e l s  q u e  l ' o n  a i t .  p o u r  t o u t  réel  x > O :  

6, 

( 1 )  x J',,, ( x )  = am J, ( x )  + 3, Jm-l ( x )  

-t 
1 1 . 3 .  En i n t é g r a n t  p a r  p a r t i e s  1'. (t-x)m" d t ,  d é t e r m i n e r ,  p o u r  t o u t  e n t i e r  

t m  
n $ 1 ,  d e s  e n t i e r s  n a t u r e l s  Y,,, e t  6,,, t e l s  q u e  l ' o n  a i t ,  p o u r  t o u t  réel  x > O : 

(2) J',,, ( X I  = 7 ,  J m - l  ( x )  + J;n-l ( x )  

1I .U.En u t i l i s a n t  1 1 . 2  e t  1 1 . 3 ,  BtaBlir p o u r  t o u t  réel  x > O  e t  t o u t  e n t i e r  rn >, 1 : 

i ,3 )  J,+~ !x!  = (x+2m+1! J, ( x )  - m 2  J , - ~  ( x )  

II.:. Cn u t i l i s a n t  e n c o r e  1 1 . 2 .  e t  II.  3 ,  m o n t r e r  q u e .  p o u r  t o u t  e n t i e r  m + O ,  J, 
e s t  s o l u t i o n  s u r  10, +a.[ d e  l ' e q u a t i o n  d i f f 6 r e n t i e l l e  : 

(E,) xy" + ( x + l )  y '  - m y  : O 

1 1 . 6 .  E t a n t  donne  l ' e n t i e r  m a u  m o i n s  ' e q a l  a 1 ,  d é t e r m i n e r  les ree1.s a m  
"m, m - 1  p o u r  q u e  l e  po lynôme g, t e l  q u e  : 

+ am, 1 + am,o + ... x"- 1 
g, ( x )  = x" + %,rn-l 

s o i t  s o l u t i o n  d e  ( E n  ) sur 1-- , + -  [. E t a b l i r  q u e  l e s  Q,,,,~ s o n t  e n t i e r s .  
E x p l i c i t e r  g l  ( x ) ,  g2 ( x ) ,  g3 ( x ) .  On p o s e  go ( x )  = 1 : l b g i t i m e r  ce t te  c o n v e n t  

1 1 . 7 .  a )  En u t i l i s a n t  1 . 2  e t  1 I . l . b .  e t a b l i r  p o u r  t o u t  e n t i e r  m 3 0  e t  t o u t  réel  
x > O ,  l a  f o r m u l e  : 

OÙ hm e s t  un polynôme d é t e r m i n é  d e  manière u n i q u e .  

2,  ..., 

on.  

b )  M o n t r e r  q u e  h, e s t  d e  d e g r é  m-1 s i  F! 3 1 ; q u e l  e s t  a l o r s  l e  c o e f f i c i e n t  

d e  xm-' d a n s  h, (X I  ? 

E x p l i c i t e r  ho (X I  e t  h l  ( X I .  

Q u e l l e  r e l a t i o n  e x i s t e - t - i l  e n t r e  1e:IxtynÔme h, e t  la  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  g,. f, ? 

11.8. E t a b l i r ,  p o u r  t o u t  r ée l  x e t  t o u t  e n t i e r  m 3 1 : 

( 5 )  gm+l ( x )  = ( x  + 2m+1) q,, ( X I  - m2 g,.,,-l ( x )  

11 .9 .  a )  E t a b l i r ,  p o u r  t o u t  réel  x e t  t o u t  e n t i e r  m + 1 ,  l a  r e l a t i o n  : 

( 6 )  hm+l ( x )  L ( x + 2 m + l )  hm ( x )  - m 2  hm- l  ( x )  

On p o u r r a  se servir d e  ( 3 )  e t  ( 5 ) .  

b )  E x p l i c i t e r  h2 ( X I  e t  h j  ( x ) .  
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111.1. a )  E t a b l i r ,  p o u r  t o u t  x > O  e t  t c u t  e n t i e r  m + O  l e s  i n k g a l f t d s  : 

g,,, ( x )  > m! m x ./. . O  


