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MATHEMATIQUES I
(3 pages dactvlographiées)

N.B : On identifie les polyndmes 3 cvefficients réels et les fonctions polynomes
associées.
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1_3)Montrer que, pour tout entier n >0 et tout réel x > o, l'intégrale

+ @ ~t
e
In (x) —/x’ el dt

-X

converge, et vérifie : 0 <In (x)< e
xn+1

b) Montrer que, pour tout entier n 0, x eI, (x) définit une application

dérivable, In. de Jo, += [ dans R. Déterminer I,

I.2. Pour tout entier n 31 et tout réel x >o, on pose
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fn (x) = % -
Or pose de plus : fg {x) = O.
Viérifier, pour tout entier n 20 et tout réel x > 0O
e’ Io (x) = fn (x) + (-1% nt &* Iy (x)
On posera désormais, pour tout x >0
plx) = e Io (x)

Le but du probléme est l'étude d'approximations de la fonction 9.

I.3. On dira qu'une application ¢de Jo, + o[ dans R admet un développement limité
d'ordre n au voisinage de +o 3i1 l'on peut trouver des constantes ag, a1, ..., an
et une fonction e vérifiant x{}gn €(x) = 0 telles que l'on ait, pour tout x> 0 :

a a € (X
¢ (x) =ao-0~—;(l-o- ...*;%*—X:T—l.

Etablir que la fonction ¢ définie en I.2. admet, a tout ordre, un dévelop-
pement limité au voisinage de + w.

I.4. Peut-on trouver un réel A > o0 et une suite réelle (cn)n‘ﬁv vérifiant pour
tout x > A

@ cn
p(x) = ?
I.5. Déterminer, parmi les f, (10), ol n décrit/N , ceux qui fournissent les
meilleures approximations par défaut et par excés de ¢ (10). En déduire une
valeur approchée de ¢ {10) et donner une marge d'incertitude.
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II1.1 a) Moﬁkrer que, pour tout entier m 30 et tout réel x > o, l'intégrale
et (pex)”
- t PSSR
Im (x) = m.J( el dt
converge. On définit ainsi une application Jp de Jo, +=[ dans R.

b) Exprimer la fonction J, sous forme d'une combinaison linéaire des fonctions

x v xP Ip (x).
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c) Etablir que la fonction J est deux fois dérivable sur Jo, += (.
+ @ -t (t x)m—‘
Determiner J' . Pour m 3» 1, comparer J' (x) a —SL——————j——— dt
] - m X M
{On ne demande pas de déterminer J; Y.

I1.2. Déterminer, en fonction de l'entier m 21, des entiers relatifs & et Bm
tels que 1l'on alt, pour tout réel x > 0:

(1) x i (x)o= O Jp (x) + 80 Jo (%)

-o-“'e-t (t )m-l

II.3. En intégrant par parties ; —————];JL———-
t

tels que l'on ait, pour tout réel x > O :

dt, déterminer, pour tout entier

m 21, des entiers naturels Y et 6m

(2) I (x) = v dp oy (x) 6 gt (%)

IT.4.En wutilisant II.2 et II.3, établir pour tout réel x >0 et tout entier m >

t

€3) Jp,q () = (xe2met) Jo (x) -2 0, (x)
IT.2. En utilisant encore II.2. et II. 3, montrer que, pour tout entier m 20, Im
est solution sur Jo, +®[ de l'équation différentielle

(Em) xy" + (x+1) y' - my = o
I1.6. Etant donné l'entier m au moins ‘égal a 1, déterminer les réels “m,1, °m,2, .

%m, m-1 pour que le polyndme g, tel que

m=1

eee +
m X + + u.m’ 1 X a

By (%) = X » %m,m-1 m,o

soit solution de (E ) sur ]-=, +={. Etablir que les amp sont entiers.
Expliciter g, (x), g5 (x}), g3 (x). On pose g, (x) = 1 ; légitimer cette convention.

II.7. a) En utilisant I.2 et II.1.b, établir pour tout entier m >0 et tout réel
x >0, la formule

- - -x

(4) Iy (X) = gp (x) I, (x) hy, (x) e
ou h_ est un polyndme déterminé de maniére unique.
b) Montrer que h, est de degré m-~1 si m 2> 1 ; quel est alors le coefficient

de x™~! dans hy (x) 7

Expliciter hy (x) et hy (x).

Quelle relation existe-t-il entre le;llynéme h,, et la fraction rationnelle gn. fy 7
II.8. Etablir, pour tout réel x et tout entier m 21

(5) Bpay (X) = (x =+ 2met) gy (x) - m2 g _y (x)
II.9. a) Etablir, pour tout réel x et tout entier m > 1, l1a relation :

(6) hp.q (x) = (x+2m+1) hy {(x) - m? Rey—1 (x)

On pourra se servir de (3) et (5).
b) Expliciter hy (x) et h3 (x).
- IIT -
III.1. a) Etablir, pour tout x >0 et tcut entier m 30 les inégalités :

0 < Jp (x) <

Em (X)) > m!mx oo-/ﬂ..
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