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Le probleme a pour sujet les théoréemes d’Abel et de Hardy et les théorémes Taubériens

I - Lemme de Cesaro

1>
e Cas lim w,=/€C.
n—-+o0o

Soit £ > 0, an a, par hypothése sur la convergence de (u,) :

Ing € N,Vn > ng, |u, — 1| < g
D’autre part, pour tout entier n > ng :
1 n 1 n 1 no—1 n
—1| = e -l = —1 —1
lon =1l nJrlkZ;)Uk n+1kzo(“’“ =751 z%(“’“ H};} (uk —1)
= = o= =n0

L’inégalité triangulaire donne alors :

no—1 T
o — 1] < ;) (ux — 1) +nk§0 |ug — 1|
L’inégalité triangulaire donne alors :
1 1 &
o =1 < ~ ;(uk 1) +nk§0|uk I

le deuxieéme terme vérifie pour tout entier n > ng :

1 & 1l &GKe (n—no+le e
- —ll< = — = < =
nz‘uk |_n22 2n -2

k:n() k?:’n()

De plus, le premier terme étant une somme finie de réels, on a :

no—1
i | 2 (=) =0
Ce qui donne, d’aprés la définition de la limite:
1 5
dn, € N,Vn > nq, - Z (ug — 1) < 5
k=1
en posant N = max (ng,ny), on obtient :
VnzN,|an—l|§%+§:6

Ainsi on a
Ve>03INeN/n>N=|o,—1]<e¢

Ce qui permet donc d’écrire:

lim o, =1
n—-+oo
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e Cas lim u, =+ .
n—-+oo

Soit A > 0. La suite u tend vers +oo0, il existe donc un rang ng a partir duquel les termes de la suite sont supérieurs
a 2A. On a, pour tout n > ng :

1 no—1 n

1 1 — n0+1
e D DL i) DR nZ we +
k=0 k‘:no
no—1 1 B no—1
LNy 240700t — 244+ — avec B= Y. up+2(1—ng)AER.
k=1 n k=1

Il existe un rag ny a partir duquel on a ‘ < A et donc — > —A. En posantSoit N = max (ng,n; ) on obtient
n n

Vn> N,0, >2A—-A=A

Ainsi on a

VA>03INeN/n>N=o0,>A
Ce qui permet donc d’écrire:

lim o, =+
n—-+o0o

11 suffit d’appliquer le résultat précédent a la suite —u.

Applications
2> Soit u = (l) ,on a hm Uy = 0 . En utilisant Cesaroona lim v, =0 .
n/nzl n—-+oo n—-+oo
La fonction = — % est décroissante sur [1,+oo[ , donc pour tout £ > 1 on a

et pour n > 2

ainsi

k=1

n In(n
ce qui donne Z . In(n) et |v, ~ (n)

=t n—>+o<> n—-+oo n
3>

n Up+1 — U0 .
e Onae, = Uyy, — u, donc o, = n%H e = TL;;T . On suppose que nEIfoo e, = a € R* le lemme de
N . Unp+1

Cesaro donne  lim —12 —

=qoainsi|u, ~ an |

n—+oo n + 1 n—4o00

¢ Ona lim e, =a € R*donce, ~
n—-+4oo

« , a partir d’un certain rang e, et o sont de méme signe et la série
n—-+oo

n
> e, diverge, le théoreme de comparaison de séries & termes de signe constant donne »_ e

Upt1 — Uy ~ (n+1ladotw, ~
n—-+oo n—-+oo
4>

~ (n+ 1)« soit
k=0 n—+o00
an .

. N . n AN
e Soit (un), ey €10, 400[" et nll)rfm "u:I ={ €0, +o0[ , composons par In

. Un+1
1 1 = lim In(upy1) —In(u,) = In(l
Jm n( w ) Jim In (unts) —In (un) = In(f)
La question précédente donne

. In(u,) . B B
ngrfoo ——— lim In (/u,) = In(f)

n—-+oo




dou| Ilim u, =~¢|

n——+00

e Si ¢ = +o0 (respectivement ¢ = 0) alors lim In (M> = +00 (respectivement —oco) , d’prés la question 1 on

n—+00 Un
a n
lim ! Zln Untl) = +0oo (respectivement — 0o)
n—+oon + 1 P Uy,
donc
tim 20 () = oo (respectivement — oo)
Jim —-— = lm In({/un)=+oo (respectivement — oo

Ainsi lim —* — 0= lim In(/u,)=0 et lim Untl _ foo= lim In (/un) = +o0

n——+oo Unp, n—-+oo n—-+4oo Unp, n—-4oo
U
OSoitun:n!,onan—H:n—}—l —  4oodonc| lim V/n!=+4o0
Up, n——+oo n—+o00

. n" v n+1)" 1 . A

e Soit v, = —,on a -1 = ( " (1+=)" — edonc| lim =ec
n! Un nm n’  n—o+oo n—+oo \ nl!

5> Soit (an),en € CV, (bn),en € CV,a € C et b € C. On suppose que lim a, =a et lim b, =b.

n—-+o0o n—-+oo

n
Posons w,, = n%ﬂ > akbp—k , on a
k=0

n

1

w, —ab = Z(akbn,k—ab)

n+1k:0
L i(ab bp—r + ab b)

== kOn—k — Q0p— n—k — Q
n—l—lk:O
1 - a -

= . —a)b,— —_— bp—r —b
n+1’;}(ak a)nk+n+lkzz()(nk )

(bn),,en converge donc elle est bornée , soit M = sup |bg| , donc
k>0

M & la] —
nfb<7§ — 7§:bfb
|w al_nHHIak “|+n+1k71|’€ \

n n
le lemme de Cesaro on a lim —— ar —al = lim —— b, — b =0donc lim w, =ab, dou
n——+oo ntl k2=:0| F | n—+00 ntl kzz:l | i | n—-+oo " ’
1 n
lim — E arb,_1 | = ab
n—-+oo n
k=0
n
6 > Soit Y a, et > b, deux séries convergentes de sommes respectives A et B, ¢, = > apbn_i , posons
n>0 n>0 k=0
n n n
An: Zak, Bn: ZbketCn: ch.
k=0 k=0 k=0

n k

OnaCp,= > > aibp_;,comme (0<k<n e 0<i<k)e (0<i<n et i<k<mn)(*),alorsapres interversion
k=0i=0

des sommes

=0

n

= E a;Bn_;
i=0
n

= E Qpn—i B
k=0



ce qui donne pour tout N >0

ainsi

N 1 <
5 N . . 1 . A . N
d’apres la question 5. on a Nl_l}r_Ii_loo yoam kgo An_1Bp = AB ,dou| lim <n kg_o C’k> = AB

Réciproques partielles

0 sin est impair

7> Soit up, = (—1)" ,ona o, = L ) - (un),en diverge et (0,,), c converge .
T sin est pair
8
e On suppose que (un),y est croissante et lim o, = £, si (un), o D'est pas majorée alors elle tend vers +oo

n—-+oo

par suite (o) tend aussi vers +o0o ce qui est absurde , donc (u,),y est majorée et elle converge vers £’ , le

neN
lemme de Cesaro donne £ = ¢'. Si (uy,),,cy est décroissante alors (—uy), oy st , le cas précédent donne le résultat

. Finalement on a

( lim o, =£et (un),cn monotone) = ( lim wu, = K)

n—-+oo n—-+oo

® Sil =400, (un),cy est forcement croissante, car si elle est décroissante alors soit elle converge soit elle tend
vers —oo ce qui contredit £ = 400 , si elle est majorée alors elle converge vers une limite finie ce qui contredit

¢ =400, donc (uy,) tend vers +o00.

neN
le cas £ = —oo est similaire .

. N . _ _ 1 . _
9> Soit (up),cy €ECVet £€C,ona nll}rfoo on =1L et e, =o0(%) donc nll)l}_loon(unﬂ —u,)=0.
Ecrivons

n n n
Z (k (uk+1 — uk)) = Z kuk+1 — Z kuk
k=0 k=0 k=0
n+1 n
= Z(k — 1)uk — Zkzuk
k=1 k=1
n
= _Zuk + nupy1 + U
k=0
Ainsi,

~n+1 1 . ug n—+1
u"+1nx<n+1zkek>n+ - On. (%)

par hypothese et par le lemme de Cesaro,

) 1
nEIJrrloon—Fl X;kek:&



En passant a la limite dans (), nous obtenons que lim wu, = /.
n—-+oo

10 > On suppose que lim o, =fet e, =0 (%)
n—-+4oo

a) Soit 0 < n < m. Démonstration. Posons, pour n € N, x,, = 41 — Uy Soient 0 < n < m.

Z up — (m—n)u Z (ug — up)
k=n+1 k=n+1
m k—1
= Z (Z (witr — Uz)>
k=n-+1 i=n

comme (n+1<k<m et n<i<k—-1)e&m<i<m-—1cet i+1<k<m) (¥ alors
m m—1 m m—1
Z uk—(m—n)unzz<z ei>: (m —1)e,.
k=n-+1 i=n i
b)

C
eOnae,=0 (%) donc il existe une constante C' > 0 telle que |e,| < —,donc pour tous 2 < n < m, on a
n

m m—1
1 m—1
§ Uk — Un - § €i
m—n " m—-—n
k=n+1 i=n

N
™
33
3_@

IN
Q
g
23
|
S|4
L=

< C

Par ailleurs

k=n-+1
d’out pour tous 2 < n < m
Dom— 1) oy, -1
’(m—&— o n+1)o o, <C’ln<m )
m—n n—1

e Par l'inégalité triangulaire, pour tous n < m,

i — £ < ‘(m—i—l)om—(n—i—l)a B n_’_‘(m—l—l)am—(n—i—l)a 6‘
m-—n m-—n
< Cln<m1)+‘(m+l)(0m€)(n+1)(an€)'
n—1 m-—n
-1 1 1
< Cln(m >+m+ Iam—EIerL lon — ]
n—1 m—n m+1
-1 1
< om(Z20) 4 2 o~ 4 ow - 1)
n—



m—
c) Soita>letm=1+[an]. Onaan<m < an+ 1 donc <a et (a—1)n <m—n, par suite
m+1 an + 2 a+1

m-n="(a—1n a—1"

Nous avons donc pour tout n > 2 et a > 1

1 a+1
n—t <C1 —Cln(l — —
[ = £ < Clnfa) = Cln(l = =) + =

X (|o14an) = €] + low = 41) -

Soit € > 0. Comme lileln(a) = 0 alors, il existe e a > 1 tel que C'ln(a) < 5.
oa—r

Comme ngrfoo —Cln(1 — L)+ 252 x (Jortan) — €| + low — 6\)] =0 alors

a+1
a—1

X (|o14(am) = £ +lon —€])| <

1
INEN/VneNn>N= |-Cln(l - =)+ g
n

On a donc prouvé que
Ve>0,ANeN/n> N = |u, —{| <e.

Le suite (u,) converge donc vers £ .

IT - Théoréme d’Abel

11 > On note pour 0y € [0,7/2].

Agy={z2€C;l|z| <letIp>0,30¢ [—90,90],z:1—pei9}

Ay

0

o

a) Si R > 1 alors f est définie et continue en 1 , ainsi pour tout ¢y on a

z—1 z—1
EISTA

+oo
lim f(z) =lim f(z) = f(1) = > an.
n=0

A partir de maintenant, on suppose que R =1 et que 3. a, converge, et on se donne un 6y € [0,7/2[.
n>0

b) Soit N € N* et z € C,|z|] < 1, on a va réaliser une transformation d’Abel en écrivant pour tout
n>1, a, =R,_1— Rn,.

Donc



N
Zanz"—SN = Zan(z”—l)

n=0 n=1
N
Z (Rp—1— Ry) (2" —1)
n=1
N—-1 N
= Ry ("' =1) = Y Ry (z"—1)
n=0 n=0
N-—1

n=0
ainsi
N N—1
Zanz”—SN =(z-1) Z R, 2" — RN (ZN — 1)
n=0 n=0

c) OnaRy — 0Oetz¥ — 0pourtout z € C,|z| <1, ce qui prouve la convergence de > R, 2" pour
N—+oco N—+oco

|z| < 1 et par passage & la limite sur N on obtient

“+o0
f(Z) -S5= (Z_ I)Zann
n=0

d) Soit e > 0.

Puisque R,, — 0, on peut fixer Ny > 0 assez grand tel que |R;| < & pour tout k > Ny , on a pour tout z € C, |z| < 1,

N() +OO
£ =S| < USSR 1 > [Risl

k=0 k=Np+1
No +oo

< U IR+ Y
k=0 k=Np+1
No +oo

S S AR I,
k=0 k=0
" |2~ 1

< =) |Rlf + e (%)
k=0

11

e)
e Pour z € Ay, on écrit z =1 — pe®?.

Onalz—1]=p et |2]>=22=1-2pcos(d) + p?, donc

|z — 1] 1+ 7]
=l T T
2p
2p cos(6) — p?
2
2cos(fy) — p

comme 6 € [0, Z [ alors cos (6p) > 0 , prenons p (6p) € ]0,cos (6p)[ , on a pour tout z € Ag, de la forme z = 1 — pe®®
avec 0 < p < p(6p)

|z — 1 2
<
1—|z| = cos(6o)

e Preuve du théoréme d’Abel :



Soit € > 0 et &’ = % on définie Ny pour ¢’ comme dans la question d) et prenons « > 0 assez petit pour
cos(6g)

No
que |z — 1] > |Rg| < €’ pour tout |z — 1| < o .
k=0

De la relation (*) , pour £, on obtient alors la majoration suivante pour tout z € Ag, tel que |z — 1| < a:

—1| 2

_ < & /|Z < _
If(z) =S| <e +El—|z|_5( +cos(00)) €
Ainsi on a

Ve>0,3a>0/Vze€ Ny, ,|lz—1<a=|f(z) -S| <e

d'ou| lim f(z E an
z—1
ZEAQO

N
2n+1

_1)n
2™ est de rayon de convergence 1 et E 2( ) (par le CSSA) , d’apres (Abel) pour
n

12 > La série entiere
i IllI‘Z 1

0o =0o0n a

+oo n +0oo n +oo n
lim E (=1) Zz" = lim E (=1) E
z=1 —~2n+1 z—1 2n + 1" —
z€Ap n=0 x2€]0,1[ n=0 =

= (=D IS (D)
(=1 ,Z()_

par dérivation intégration on a Z = arctan(x) pour tout z]—1,1[ , d’olt

1 —~2n+1 4
13 > La série entiére Y. (—1)"z" est de rayon de convergence 1, de somme f(z) = ——, on a lim f(z) = 1 et la

n=0 1+2 z—1

z |z|<1

série Y a, ne converge pas.
n=0

14 > Soit > a,2™ une série entiere de rayon de convergence 1 et de somme f. On suppose que lim f(z)=5¢€C

n>0 z—1"

T€R

etanzo(%).

a) Soient n € Net z € [0,1] ,on a

n —+oo
1S — F@) <) lael A —2F) + D Jar] 2t
k=1

k=n-+1

remarquons que (1 —z%) = (1 —2)(1 +z +.. + 271 < k(1 —2), de plus na, — 0 donc la suite (na,)nen est

—+400
bornée , ce qui permet d’écrire
+oo +o0o 1
Z \ak|xk = Z ‘kak|g$k
k=n-+1 k=n-+1
1
< sup (klag) = Y ¥
k>n n
k=n-+1
sup (k |ag|)
k>n
- n(l-2x)
Ainsi on a
sup (k|ag|)
k>n
S0 = f@)| < (1 —2) ) klap| + ———
" kzl n(l —x)

b) Pour n € N*, choisissons « = 2, = 1 — % et posons M,, = sup (k |ax]) .
k>n

On a na, — 0 donc
n—4oo

Ve>03IN>0/VYVn>N=|na,| <¢

par suite
Ve>03IN>0/Vn>N = sup(klag|) <e
k>n



dou M, — 0.

n—-+4oo

M,
Pour z =2, ona ——— = M, — 0. De plus, par le théoréme de Cosaro,
n(l —x) n—+o0

- - 1 n+1
(I;)|ak|k> X (1—xp) = <I;)|ak|k> X X O

On a donc prouvé que

lim (f(xz,)— Sn)=0.

n—-+oo

Par ailleurs,

on a par hypothése lim f(x) =5, la caractérisation séquentielle de la limite donne liIJIrl f(xz,)—S =0, ainsi la
Tz—1" n—400

suite (Sp), oy converge vers S .

rz—1—

+oo
On en déduit que la série > a,, converge et | lim f(z) = Z an |
n=0

15>
a) Quitte & remplacer ag par ap — S on peut supposer lim__,,- f(z) = 0 sans perte de généralité .
R

On suppose désormais que lim f(x) =S et que a, = O (%), avec S = 0.
Tz—1"
T€ER
b) Ona: © C F([0,1],R) , © contient la fonction nulle et évidement stable par combinaison linéaire , donc
c’est un sous espace vectoriel de F ([0, 1], R).
c) Soit P € R[X] tel que P(0) = 0, pour montrer que P € © , il suffit de montrer que X* € © pout tout
ke N*.

Soit k € N* , si x € [0,1] alors 2 € [0,1[ et 3 a, (2*)" converge et par composition

n>0
+oo +oo
n
lim E an (xk) = lim E apx™ =0
r—1— =0 r—1— =0

donc X* € © . Par suite XR[X] C © .

d) Par linéarité, il suffit d’établir le résultat pour P = X* | avec k € N, on a alors

+0o too n
1—2)> a"P@") = (1-xz)xy (z'F)
n=0 n=0
= (-0)x 7

1
1+z+ - +ak

+oo 1
1
d 1-— "P(z") —» —— = P(t)dt .
e (1=0) 3Py iy = [P0
Ainsi on a
+o0 1
VP e R[X] lim, ,-(1-2)Y a"P (z") = / P(t)dt
z€R n—0 0
+oo
e) Remarquons que g € O si et seulement si Vz € [0,1[, > a, converge et lim Z a, =0
n>0 r—1— =0
"2} ">}

Ona z" > 1 dés que n < fi;lg%, posons N, = [f iggiﬂ , alors




400 N,
D ang(a™) =Y an.
n=0 n=0

N

Supposons que g € O, dans ce cas lim Z a, = 0. Soit m € N* et posons a,,, = exp (_1%2))7 ona N,, =met
r—1—
n=0
lirﬂ am, = 1. Alors, par caractérisation séquentielle de la limite, nous obtenons
m——+00
m N(Xm,
Zan = Z an mjooo.
n=0 n=0
ainsi, la série > a,, converge vers 0.
f) Ona
1
siz € [0, % [
hz) =< 31
. 1
— size 5,1
! 3.1]
dont la représentation graphique
A
2
1
- -
0 5 1
—1e
-2

Etant donné ¢ > 0, on choisit « , a et b tels que les fonctions s; et sy définies sur [0, 1] par

w—il sixe[O,%}
si(z) = alz—1)—-2 size [} i+q]
1 siz € [2+4a,l]
m—il sixe[O,%—a]
s2(z) = Sbz—3)+2 size[i—ai]
1 six€[%,1]

1
vérifient : s1(2 +a)=h(3+a), s2(3 —a)=h(3 —a) et / (s2(x) —s1(x))dx < e .
0

10



onobtient a =L (h(: +a)+2) et b=1(2—n(3 —a)) .

S1
1 — h
2 52
1
0 1 )
-1
—2

Les fonction s; et sy coincident sur [0, 4 — o] U [3 + «,1] donc

/01 (sa(z) — s1(x)) dx = /;-m (s0() — 81(2)) da

1
remarquons que —2 < sy(x) < 2 et —2 < sa(x) < 2 Vz € [0,1] , donc / (s2(x) — s1(x)) dx < 8a , il suffit de
0

prendre o = §. D’otl Uexistence de s1, s € C%([0,1]) vérifiant

1
51 < h <5y et/ (sa(x) — s1(x))dr < e
0

g) Soit € > 0,1 et so sont fixés. D’apres le théoréme de Stone et Weierstrass s; et so sont limites uniforme
de suites de polyndme sur [0,1] ,
donc il existe T1,T5 € R[X] tels que

sup |Th(z) —s1(x)| <e et sup |Ta(z) — sa2(z)| < ¢
z€[0,1] z€[0,1]

h) Pour tout z € [0, 1],

P(z)=z+z(1—2)(Ti(z) —¢), Po(z) =+ (1l —x) (Ta(z) +¢) et Qx) =

z(1—x)
Ona:
o P1(0) = P5(0) =0 et P(1) = Py(1)=1.
o1 —e<s1<Ti+eetTy—c<s9<To+edoncTi —e<h<Th+te. Sur]O,l[,h(:ﬂ)i((?__x:;donc

P < g < P, qui est aussi vérifiée pour 0 et 1.
OQ(m):%:Tg(x)—ﬂ(@—i—%,orT2§32+5et —Ty < —s14+¢,donc 0<Q < sy — 81+ 4e ce qui

donne . .
0< / Q(z)dx < / sa(x) — s1(z)dx + 4e < 5e
0 0

i) Soit @ € ]0,1[. Par hypothese, il existe M € R* tel que, pour tout n € N, |a,| < % etona P, <g< Py

donc

11



N

+oo “+o0 “+o0
Y ang(@") =) anPi(a") > lan] (gla™) = Pi(z™))
n=0 n=0 n=0

+oo

< Mx Y (RGN - P (9() =)
e 1
< Mxy ~a" (1= 2")Q(a").
n=0
Or1—2" <n(l—2z)donc

+o00 +oo +o0
Zang(z")fZanPl (™) <M(17I)ZI”Q(I )
n=0 n=0 n=1

j) Soite>0ete = TTonr reprenons les étapes de la question 5 avec e .

La question i) donne

Py (z™)| + M1 —z) Zz"Q (1)

n=1

D’apres la question d)

1
lim (1—2) Zz"@ /Q(t)dt
0

z~>1*

1
et la question h) donne 0 < / Q(t) < 5¢’,donc il existe 0 < a < 1 tel que
0

1
Vee[l—a,l], |(1-2) ZI”Q / Q(t)dt| < &
0
par suite
Vee[l—a, 1], M(1-x) Zm"Q < 6Me' (2)
De plus, P; € XR[X] ainsi, d’apres c) ,
+oo
li 2Pr(z™) =0
Jim > an i)
Dongc, il existe 0 < § < 1 tel que
—+oo
Vo e [1—B,1], Y anPi(a")| <€ (3)
n=0

Soit = min(e, 8) les relations (1), (2) et (3) donne

Z ang (a

Ainsi g € © ce qui prouve le théoréme Taubérien fort .

Vo e[l —mn,1| < (1+6M)=c¢

IIT - Variantes continues du lemme de Cesaro et du théoréme d’Abel

16 > Soit f € C°([0,+oc [) et liIJIrl f(x) =4 e R. Soit ¢ > 0, il existe A > 0 tel que , pour tout z > A on a
r—+00

|f(x) —£] <5 . Donc
1 [* 1[4 1 /[
5/0 f(t)dtﬁ‘ < 5/0 |f(t)f€|dt+5/A|f(t)f€|dt
r—Ae 1[4
i —(|d
+ /Olf(t) |t

r 2 x

e 1[4
< §+f/0 |f(t) — £ dt

A

T

12



1[4 1 (A
comme f/ |f(t)— ¢ dt — 0 alors il existe B > 0 tel que , pour tout z > A on a 7/ [f(t) — ¢ dt <
T Jo Z Jo

Tr——400
- — 0 <edoul 1
x/o f(t)dt é’_sdouzuf x/f

17 > f : x> cos(x) est un contre-exemple que la réciproque du résultat de la question 16 est fausse.

l\.’)\ﬁ)

Ainsi pour pout z > max(A, B) on a

18 > Tout d’abord, on peut se ramener au cas ou £ = 0 en changeant f par la fonction z — f(z) — ¢z , posons

q(z) = flz+1) = f(z) .

On a pour z >0

[z]—1
. 1
f@) _fe-b) LSS
x x x
k=0
q est continue soit Ay = sup |¢(x)] . Comme hm g(z) = 0 alors pour ¢ > 0 il existe A > 0 tel que
z€[k,k+1]
x> A= |q(z)] < e, ainsi pour tout kK > A on a Vz € [k,k+ 1] g(z)| < e donc A < e d’ott Ay Wt 0.
—+o0

Pour tout k € [0,[z] — 1] on a  — [z] + k € [k, k + 1] donc

p [l [z]—1

- — <

zZq(m [z] + k)| < 71214;6

k=0
- fa=la)| _ A fla~[a])
d’apres Cesaro, lim —— Z A = 0 de plus |—| < — donc lim = 0 ce qui donne
z—+oo [x] — 1 = x x T =400 x
lim ﬂ =0.

r—r+00 xT
Ainsi

(L s+ -0 =€) = (w12 )

19 > Soit f € C2([0, 400 [) et M > 0 telle que |f(z)| < M pour tout = € [0, +00 [ .
On a pour tout (z,t) € t € (]0,400[)® |e7™f(x)| < Me® | la fonction ¢ — e~ est intégrable |0, +-o00[ donc la
fonction ¢ — e~ f(x) est intégrable ]0, +-o00[ et L(f) est bien définie sur ]0, +oo] .

% (et"”f(ar))' = |—ze ' f(z)] < bMe~* | donc L(f) est de classe C* sur [a,b] , ceci

Soit [a,b] C ]0,400[ , on a

est vrai pour tout [a,b] C ]0, +oc[ donc L(f) est de classe C* sur ]0, +o0 et

+oo
Yt €10, +o00] L(f)(t) = /0 —ze " f(z)dx

20 > Soit f € CP([0, +o0]).
—+o00 x x
a) Pour tout z € [0, +o0[ on a F(z) = / f(z)dx — / f(z)dz , f est continue donc = — / f(t)dt est
0 0 0
de classe C! sur [0, +o0o[ de dérivée f , par suite F' de classe C! sur [0, +oo] et F/ = —f .

Fize [O,+oo['—>/+oo F(t)dt

Puisque F est continue et tend vers 0 en +oo elle est donc bornée sur [0, +o00] .
b) Soit A > 0. Les fonctions u : x — —F(z) et v : x — e~ sont de classe C! sur le segment [0, A] donc, par

intégration par parties,

A A
/ e f(x)dw [—e—t‘"”F(ﬂc)](;4 - t/ e " F(x)dr
0 0

= F(0)—e ™F(A) - t/A e " F(x)d.
0

La fonction F est bornée sur [0, +o0 [ donc e *4 F(A) N —_~>_ 0 ainsi par passage a la limite quand A tend vers 400
—+00

on obtient
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/0+0° e " f(x)dr = /0+°0 flx)dx — t/OJrOO e " F(x)d.

Soit € > 0, comme lim F(z) = 0 alors
r—r 400

dB>0/Vzre 0,40, 2> B = |F(x)| <

| ™

ainsi

“+o0 B +oo
‘t/ TP () dz| < t/ 12| P (z)| dx+t/ 12| P (a)]| da
0

0 B

< tB sup |F(z)| + e B
z€[0,400 [ 2

< tB( sup |F(:z:)|>+
z€]|

0,+00 [

N ™

Or lim {tB sup |F(z)|| =0donc3a>0/Vte]0,af ,tB sup |F(z)l < = par suite
20\ wefotoo | 2€[0,+00 | 2

+oo
t/ e F(x) do
0

+o0 +oo
ainsi lim t/ e " F(z) dv=0et| lim L(f)(t) = / f(z) dz |
0 0

t—0t+ t—0+
sin(z)
x

Vit €10,af , <e.

1 .
sin(z
21 > La fonction x +— est prolongeable par continuité en 0 donc / Ld:c existe .
0

Soit A >0 on a

2

/1A S g cosry - A /1A cos(®) 4,

x A x
. cos(z) . . A cos(x) . N o
la fonction z — 5 est intégrable sur [1,400[ donc lim 5 dx existe d’ou la convergence de l'intégrale
X A—+o00 1 xr
+oo 3
sin(z
/ sin(z) ;.
0 X
sin(z) |
. . siz >0 . ,
Par ailleurs, la fonction f : z — T est continue sur [0, 4+o00[ et ¥ est bornée.
1 siz=0

+oo ;
sin(z
Le question précédente permet d’affirmer que lirgl+ L)) = / Ldm.
t— 0 x

La fonction £ est de classe C! sur ]0, +oo[ donc pour tout ¢ €]0, +oc[ on a

“+oo
L) () = —/0 sin(z)e *tdx

Il
\
—
=
N
S—
+
3
mA
L
T
5
~—

Il

—

g8
N
J“ —
+
~.
N———

_ 1
14
Par conséquent, il existe C' € R tel que pour tout ¢ > 0, L£(f)(t) = — arctan(t) + C.
—+o0
1
f est majorée par 1 sur [0, +oo[ par suite |L(f)(t)] < / e dr = : donc , ligl L(f)(t) = 0 ce qui donne
0 —+00
T
C=_.
2

Par conséquent, pour tout ¢t > 0, | L(f)(t) = g — arctan(t) |
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Nl

x

+oo o
On en déduit que / Mdgc =
0

22 > Soit f € CY([0, +oo]) et S € R.
M
e Ona f(x) = O(1) donc qu'il existe 4 > 0,M > 0 tels que |f(z)] < — pour 2 > A. Alors F est bien
Tr—r+00

définie pour ¢t > 0, et on suppose que F a une limite en 0F.

Soit € > 0 fixé, et les polynoémes Py, Py et () de la question 15, on a

“+o00 +oo o0
| gt de— [ @ne ) < [ @) e - pie) do
A A
“+o0
< M/ 1 2 (€)= Py(e™")) da
< M Q( 7t:1;) —tx l—e™™ dx
x
< M/ u_ldu (u=e"" du= —tdr)
ona0< u—1 <1Vu €]0,1[ donc

~ In(u)

+o00 +o0 1
/ f(x)g(e )dac—/ f(z)Pi(e™*")dx SM/O Q(u)du < 5Me

A A

D’autre part on a

A A A
/0 F(@)glet)dr — / f(2) Py (e ) de = / f(@) (ge) — Py(e~t)) da

la fonction g — P; est bornée sur [0, 1] donc la (z,t) — f(z) (g(e”*) — Pi(e”**)) est majorée sur [0, A] x [0, +o0[ ,le

théoréme de la convergence dominée donne

lim /Af(x)g(em" /f )Py (™) dm—/ f(2) lim (g(e™™*) = Py(e7)) dz =0

t—0t Jo t—>0+
il existe donc « € 10, 1] telle que

vt €10, af <e

/ fla _”)dﬂf—/OAf(fv)P1(e_m)d$

+o0 +oo
/0 F(@)g(e®)dx — / f(@)Py(e)de

par conséquent

vt €l0,af , < (1 +5M)s (1)

e Posons P (x Z apz® , (P1(0) = 0) donc

0

+oo ni +oo 71
/ f(x)P (e )dx = Zak/ f(x)e Fedy = Zakﬁ(f)(kt)
k=1 0 k=1

par conséquent

400 el
. —tx — i
Jim [ @R = zzjlaktgrgﬂf)(kt)
= SZak
k=1
= SP(1)
S
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il existe donc 3 € ]0, 1] telle que

+oo
vt €106 /0 f(@)Pr(e” ™) dx — S‘ <e (2

Soit n = min(a, B8) , les (1) et (2) donnent

vt e 0, | /m F@)gle ) de — s’ <(2+5M) (3)
0
donc oo
lim f(x)g(e™™)dx = S
t—0% Jo

e Ona g(e ') =1 si et seulement si x < 1“72 donc
1oo n2
Jm [ p@gle e = tim, / fo
A

+00 +oo
ce qui prouve lim f(z)dz =S , ainsi / f(x)dx converge et / fl@)dx =S .
0 0

A—+o00 0
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