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1 Séries de Laurent formelles

1.1.1) Imm�ediat.

1.1.2) ajbk n'est �a priori non nul que si j > val(a) et k > val(b), soit j 6 i − val(b). L'ensemble des valeurs de j �etant
born�e, la somme d�e�nissant ci est bien �nie. Il y a au plus i− val(b)− val(a)+ 1 termes non nuls dans la somme ;
et il n'y en a aucun si i < val(a) + val(b), donc on a bien une s�erie de Laurent.

1.1.3) Mettre en facteur le monôme de plus bas degr�e.

1.2) V�eri�cations sans di�cult�es. L'associativit�e de la multiplication r�esulte de la formule : (abc)n =
∑

i+j+k=n aibjck.

1.3) Si a =
∑

n>0 anz
n est une s�erie de Laurent de valuation nulle (a0 6= 0), alors on peut d�e�nir une s�erie de Laurent

b =
∑

n>0 bnz
n telle que ab = 1. les coe�cients bn sont d�e�nis par les relations de r�ecurrence :

a0b0 = 1, a0bn + a1bn−1 + . . . + anb0 = 0 si n > 1.

Ainsi toute s�erie de Laurent de valuation nulle est inversible. Il en va de même pour une s�erie de Laurent arbitraire
non nulle par mise en facteur du monôme de plus bas degr�e. La relation sur les valuations est imm�ediate.

1.4) b0 ←− 1/a0
Pour i = 1...k faire

s ←− 0
Pour j = 1...i faire s ←− s+ ajbi−j �npour
bi ←− −s/a0

�npour

1.5) On raisonne par r�ecurrence sur j. B0 = 1 est de valuation nulle et E0 = 1 − a/z2k = α1z + . . . est de valuation
au moins 1 = 20. Si Bj et Ej sont d�e�nis avec val(Bj) = 0 et val(Ej) > 2j alors Bj 6= 0 donc Bj+1 est bien
d�e�ni, de valuation nulle car val(Ej/2Bj) = val(Ej) − val(Bj) > 0. Ensuite, a/22k = B2j − Ej = B2j+1 − Ej+1, donc

Ej+1 = Ej + (Bj − Bj+1)(Bj + Bj+1) = E
2
j (Bj + Bj+1)/(2Bj), d'o�u val(Ej+1) > 2 val(Ej) > 2j+1.

1.6) val(Bj+1−Bj) = val(Ej) > 2j donc tous les coe�cients de Bj+1−Bj d'indice inf�erieur �a 2
j sont nuls. En particulier

le coe�cient de zn dans Bj est constant d�es que 2
j > n. Notons bn cette constante, et soit b =

∑
n∈Z bnz

n. C'est
une s�erie de Laurent car bn = 0 pour tout n < 0, de valuation nulle car b0 = 1.
De plus, b2 − a/z2k = (b2 − B2j ) + (B2j − a/z2k) a une valuation au moins �egale �a 2j et ce, pour tout j, donc

b2 = a/z2k. On en d�eduit que zkb est une racine carr�ee de a dans le corps des s�eries formelles.

Remarques :
{ La m�ethode de calcul de

√
a illustr�ee dans cette question est une adaptation au cadre des s�eries formelles de la

m�ethode de H�eron.
{ Plus g�en�eralement, une s�erie formelle non nulle admet une racine carr�ee dans le corps des s�eries formelles si
et seulement si sa valuation est paire et son coe�cient de plus bas degr�e admet une racine carr�ee dans K (avec
car(K) 6= 2). C'est faux en caract�eristique 2 o�u l'�el�evation au carr�e d'une s�erie formelle se r�eduit �a l'�el�evation au
carr�e de chaque monôme.

2 Fractions continues

2.1) On se place dans le corps L(X) des fractions rationnelles en une ind�etermin�ee X, �a coe�cients dans L. Soit
Fk(X) = [a0, . . ., ak, X] ∈ L(X). On d�emontre ais�ement par r�ecurence sur k que Fk(X) = (pkX+pk−1)/(qkX+qk−1)
o�u (pk) et (qk) sont les suites donn�ees dans l'�enonc�e prolong�ees par p−1 = 1, q−1 = 0. Il en r�esulte, si qk 6= 0,
que [a0, . . ., ak] = Fk−1(ak) = pk/qk. Par contre si qk = 0, [a0, . . ., ak] n'est pas d�e�ni (oubli de l'�enonc�e ?)
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2.2) p−1 ←− 1; p0 ←− a0; q−1 ←− 0; q0 ←− 1
pour i = 1...k faire

x ←− p0; p0 ←− aip0 + p−1; p−1 ←− x
x ←− q0; q0 ←− aiq0 + q−1; q−1 ←− x

�npour
retourner p0/q0 (si q0 6= 0)

Nombre d'op�erations : 2k additions, 2k multiplications et une division.

2.3) Calcul imm�ediat.

2.4) La suite (qk) est strictement croissante, donc qk > k+1 et |Ck−Ck−1| 6 1/(k(k+1)). Ainsi la s�erie t�elescopique
associ�ee �a la suite (Ck) est convergente et cela implique la convergence de la suite (Ck).

3 Fractions continues de polynômes

Remarque : ϕ est bien d�e�nie. En e�et, si U/V = U1/V1 alors UV1 = U1V donc ϕ(U)ϕ(V1) = ϕ(U1)ϕ(V) et
ϕ(U)/ϕ(V) = ϕ(U1)/ϕ(V1). Le caract�ere (( morphisme d'anneau )) de ϕ est imm�ediat.

3.1.1) val(ϕ(1/U)) = − val(ϕ(U)) = deg(U).

3.1.2) La relation ψ(a+ b) = ψ(a) +ψ(b) est �evidente. Avec a = z et b = z−1 on a ψ(ab) = 1 6= 0 = ψ(a)ψ(b).

3.1.3) f = ϕ(ψ(f)) ⇐⇒ ∀ n ∈ N∗, fn = 0 ⇐⇒ f ∈ K[z−1].

3.2) Soient (pk) et (qk) les suites de polynômes associ�es �a la suite (ak) comme dans 2.1. On montre par r�ecurence que
la suite (deg(qk)) est strictement croissante, en particulier deg(qk) > k et donc Ck est bien d�e�ni. Par ailleurs,
val(ϕ(Ck) − ϕ(Ck−1)) = val(ϕ(Ck − Ck−1)) = deg(qkqk−1) > k(k − 1) donc les s�eries ϕ(Ck) et ϕ(Ck−1) ont
mêmes coe�cients de zn pour tout n < k(k− 1). On construit alors, comme au 1.6, une s�erie de Laurent F telle
que ϕ(Ck) −−−−→

k→∞
F au sens donn�e en 1.6.

3.3) On montre ais�ement par r�ecurrence sur k que αk et ak sont bien d�e�nis et que αk /∈ Imϕ. Par ailleurs, par
d�e�nition de ϕ et ψ, on a val(αk −ϕ(ψ(αk))) > 0, donc deg(ak+1) = − val(αk+1) > 0. Ensuite,

(αk −ϕ(ak))× (αk+1ϕ(pk) +ϕ(pk−1)) = αkϕ(pk−1) +ϕ(pk)−ϕ(pk−1)ϕ(ak) = αkϕ(pk−1) +ϕ(pk−2),

et de même avec la suite (qi), d'o�u l'on d�eduit que le quotient
αk+1ϕ(pk) +ϕ(pk−1)
αk+1ϕ(qk) +ϕ(qk−1)

est ind�ependant de k. Pour

k = 0 il vaut ϕ(a0) + 1/α1 = α0 = F. En�n,

F−ϕ(Ck) = F−
ϕ(pk)

ϕ(qk)
=

ϕ(pk−1qk − pkqk−1)

ϕ(qk)(αk+1ϕ(qk) +ϕ(qk−1))
=

(−1)k

ϕ(qk)(αk+1ϕ(qk) +ϕ(qk−1))

d'o�u val(F−ϕ(Ck)) = deg(qk)− val(αk+1ϕ(qk) +ϕ(qk−1)) > deg(qk)
2 −−−−→

k→∞
+∞, et donc ϕ(Ck) −−−−→

k→∞
F.

3.4.1) On sait d�ej�a que la suite (deg(ϕ(qk))) est strictement croissante. Par ailleurs, pour k < ` on a :

ϕ(Ck)− F = ϕ(Ck − Ck+1) + . . . +ϕ(C`−1 − C`) + (ϕ(C`)− F).

Dans cette somme, les valuations de tous les termes, sauf peut-être le dernier, croissent strictement. On en d�eduit
val(ϕ(Ck) − F) > min(val(ϕ(Ck − Ck+1)), val(ϕ(C`) − F), avec �egalit�e si les deux termes du min sont di��erents.
C'est le cas si ` est choisi su�sament grand, puisque val(ϕ(C`)− F) −−−−−→

`→+∞
+∞.

Ainsi, val(ϕ(Ck)−F) = val(ϕ(Ck−Ck+1)) = deg(qk)+deg(qk+1), ce qui entrâ�ne val(ϕ(pk)−Fϕ(qk)) = deg(qk+1).

3.4.2) On r�esoud le syst�eme propos�e par rapport �a a et b. Le d�eterminant est � = qk−1pk − qkpk−1 = (−1)k−1, d'o�u
a = (qpk − pqk)/� et b = (qk−1p− pk−1q)/� sont bien des polynômes.

m06lm3ca.tex page 2



3.4.3) Si a = 0 alors q = bqk avec deg(q) < deg(qk), ce qui implique b = 0 puis p = q = 0, en contradiction avec
l'hypoth�ese p ∧ q = 1. De même, si b = 0, alors a est diviseur commun de p et q, ce qui implique a constant, et
ce cas est exclus par l'�enonc�e. Ensuite,

ϕ(p/q)− F = (ϕ(pk/qk)− F) +ϕ(p/q− pk/qk) = (ϕ(pk/qk)− F) +ϕ((−1)k−1a/(qqk)).

Les deux derniers termes on pour valuations respectivement deg(qk) + deg(qk+1) et deg(qk) + deg(q) − deg(a).
On en d�eduit val(ϕ(p/q)− F) = deg(qk) + deg(q)− deg(a), puis val(ϕ(p)− Fϕ(q)) = deg(qk)− deg(a).

3.4.4) On choisit k tel que deg(qk) 6 deg(q) < deg(qk+1) et on d�ecompose p et q comme en 3.4.2. On a toujours

(ϕ(p/q)− F) = (ϕ(pk/qk)− F) +ϕ((−1)k−1a/(qqk)),

et si l'on suppose a 6= 0 :

val(ϕ(pk/qk)− F) = deg(qk) + deg(qk+1) < deg(qk) + deg(q)− deg(a) = val(ϕ((−1)k−1a/(qqk))).

Ainsi, pour a 6= 0, on obtient val(ϕ(p) − Fϕ(q)) = deg(qk) − deg(a) < deg(q), ce qui est contraire �a l'hypoth�ese
de l'�enonc�e. Par cons�equent a = 0, d'o�u q = bqk et p = bpk, et en�n p/q = pk/qk.

3.5) On note deg(D) = 2d et soit a = ϕ(D), s�erie formelle de valuation −2d. En reprenant les notations de 1.4, soient
Cj = z−dBj, s�erie formelle convergeant vers

√
a, et Fj = Cj − Cj+1, s�erie formelle convergeant vers la s�erie nulle.

On a les relations de r�ecurrence :

C0 = z
−d, Fj =

C2j − a
2Cj

, Cj+1 = Cj − Fj, Fj+1 =
F2j

2Cj+1
.

Par ailleurs, val(Cj) = −d et val(Fj) = −d+ val(Ej) > −d+ 2j. On d�ecompose :

Cj =
∑
n60

cjnz
n +

∑
n>1

cjnz
n = ϕ ◦ψ(Cj) + C

′
j

Fj =
∑
n60

fjnz
n +

∑
n>1

fjnz
n = ϕ ◦ψ(Fj) + F

′
j.

Lemme : ψ(Fj+1) est le quotient de la division euclidienne de ψ(Fj)
2 par 2ψ(Cj+1).

D�emonstration : deg(ψ(Cj+1)) = d donc la division pr�ec�edente est bien d�e�nie. Soit ψ(Fj)
2 = Qψ(2Cj+1)+R avec

Q,R ∈ K[x] et deg(R) < d. Comme deg(ψ(Fj)) 6 d− 2j, on a deg(Q) 6 d− 2j+1. Par ailleurs,

2Cj+1(Fj+1 −ϕ(Q)) = F2j −ϕ ◦ψ(2Cj+1)ϕ(Q)− 2C′j+1ϕ(Q)

= F2j −ϕ ◦ψ(Fj)
2 +ϕ(R)− 2C′j+1ϕ(Q)

= 2FjF
′
j − F′2j +ϕ(R)− 2C′j+1ϕ(Q).

On en d�eduit val(2Cj+1(Fj+1 − ϕ(Q))) > min(2j + 1 − d, 2, 1 − d, 2j+1 + 1 − d) > −d = val(2Cj+1). Ainsi,
val(Fj+1 −ϕ(Q))) > 0, d'o�u ψ(Fj+1) = ψ ◦ϕ(Q) = Q.

Il r�esulte de ce lemme que l'on peut calculer les polynômes ψ(Cj) et ψ(Dj) par les relations de r�ecurrence :

ψ(C0) = x
d, ψ(F0) = quo(x2d −D, 2xd), ψ(Cj+1) = ψ(Cj)−ψ(Fj), ψ(Fj+1) = quo(ψ(Fj)

2, 2ψ(Cj+1)),

o�u l'on a not�e quo(u, v) le quotient de la division euclidienne du polynôme u par le polynôme v. On en d�eduit
l'algorithme suivant :

d ←− deg(D); C ←− xd; F ←− quo(x2d −D, 2xd)
tant que F 6= 0 faire

C ←− C− F; F ←− quo(F2, 2C)
�n tant que
retourner C.

Le degr�e maximal des polynômes manipul�es est 2d = deg(D).
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3.6.1) On d�emontre par r�ecurrence sur k que Pk et Qk sont bien d�e�nis dans K[x], que Qk 6= 0 et que P2k ≡ D mod Qk.
C'est imm�ediat pour k = 0. Ensuite, si Pk et Qk v�eri�ent les propri�et�es indiqu�ees alors Pk+1 est un polynôme
congru �a −Pk modulo Qk, donc P

2
k+1 ≡ P2k ≡ D mod Qk, ce qui prouve que Qk+1 ∈ K[x] et on a Qk+1 6= 0 car D

n'est pas le carr�e d'un polynôme. En�n, D− P2k+1 = QkQk+1 donc P2k+1 ≡ D mod Qk+1.

3.6.2) La relation ψ(F/ϕ(Q)) = quo(ψ(F), ϕ(Q)) s'�etablit comme en 3.5. L'expression donn�ee pour a′k s'en d�eduit
imm�ediatement.

3.6.3) Pour k = 0 on a α0 =
√
D =

ϕ(P0) +
√
D

ϕ(Q0)
. Si l'on suppose αk =

ϕ(Pk) +
√
D

ϕ(Qk)
alors ak = ψ(αk) = a′k d'apr�es la

question pr�ec�edente, et l'on a :

ϕ(Pk+1) +
√
D

ϕ(Qk)
(αk −ϕ(ak) =

(ϕ(Pk+1) +
√
D)(ϕ(Pk − a′kQk) +

√
D)

ϕ(QkQk+1)
=

(
√
D+ϕ(Pk+1))(

√
D−ϕ(Pk+1))

ϕ(D)−ϕ(Pk+1)
2 = 1,

ce qui prouve que αk+1 =
ϕ(Pk+1) +

√
D

ϕ(Qk+1)
.

4 Application aux intégrales pseudo-hyperelliptiques

4.1) log(a+ b
√
D)′ = 2a′

√
D+ 2b′D+ bD′

2(a+ b
√
D)
√
D

=
(2a′
√
D+ 2b′D+ bD′)(a− b

√
D)

2(a2 −Db2)
√
D

= u+ v
√
D

2(a2 −Db2)
√
D

avec u = 2(ab′ − a′b)D+2abD′ et v = 2aa′ − 2bb′D− b2D′ = (a2 −Db2)′. Donc log(a+ b
√
D)′ est de la forme

h/
√
D avec h polynôme si est seulement si v = 0 et a2 −Db2 divise u, ce qui �equivaut �a a2 −Db2 constant.

4.2) On a ϕ(µ) = ϕ(a)2 − ϕ(D)ϕ(b)2 = (ϕ(a) − ϕ(b)
√
D)(ϕ(a) + ϕ(b)

√
D), donc l'une des deux s�eries formelles

ϕ(a) ± ϕ(b)
√
D a une valuation positive ou nulle. Soit ε = ±1 tel que val(ϕ(a) − εϕ(b)

√
D) > 0. Si cette

valuation est strictement plus grande que val(ϕ(b)) = −deg(b), on conclut avec 3.4.4 que εa/b est un convergent

de
√
D. Sinon, on a soit b = 0, soit b est constant non nul et val(ϕ(a)−ϕ(b)

√
D) = val(ϕ(a)−ϕ(b)

√
D) = 0.

Le cas b = 0 est impossible car h est suppos�e non nul.
Le cas b ∈ R∗ et val(ϕ(a)±ϕ(b)

√
D) = 0 m�ene aussi �a une contradiction : val(2ϕ(b)

√
D) > 0.

4.3) On a
√
D =

αkϕ(pk−1) +ϕ(pk−2)
αkϕ(qk−1) +ϕ(qk−2)

, d'o�u

αk = −ϕ(pk−2)−ϕ(qk−2)
√
D

ϕ(pk−1)−ϕ(qk−1)
√
D

=
ϕ(Dqk−1qk−2 − pk−1pk−2) +ϕ(pk−1qk−2 − pk−2qk−1)

√
D

ϕ(p2k−1 −Dq2k−1)

= ϕ
(Dqk−1qk−2 − pk−1pk−2

p2k−1 −Dq2k−1

)
+ϕ

( (−1)k

p2k−1 −Dq2k−1

)√
D

= ϕ
( Pk

Qk

)
+ϕ

( 1

Qk

)√
D.

Comme
√
D /∈ Im(ϕ), on peut identi�er les parties rationnelles et irrationnelles, d'o�u p2k−1 −Dq2k−1 = (−1)kQk.

Puisque a/b est l'un des convergent de
√
D, il existe k ∈ N∗ tel que a/b = pk−1/qk−1. Les relations a

2−Db2 = µ
et pkqk−1 − pk−1qk = (−1)k−1 impliquent que a∧ b = pk−1 ∧ qk−1 = 1, donc il existe λ ∈ R∗ tel que pk−1 = λa
et qk−1 = λb. Alors Qk = (−1)k(p2k−1 −Dq2k−1) = λ2µ = 1/ν est constant.

En�n, αk = ν(ϕ(Pk) +
√
D) = ν(ϕ(Pk) + α0) donc ak = ν(Pk + a0), puis αk+1 = 1/(ν(α0 − a0)) = α1/ν.

On montre alors par r�ecurrence sur p ∈ N∗ que αk+p = ν(−1)
p

αp et ak+p = ν(−1)
p

ap, ce qui prouve que le

d�eveloppement en fraction continue de
√
D est quasi-p�eriodique �a partir du rang 1.

4.4) Calculer ψ(
√
D) �a l'aide de l'algorithme de la question 3.5

Calculer les polynômes ak, Pk et Qk d�e�nis en 3.6 ainsi que les polynômes pk−1 et qk−1 (question 2.1)
... jusqu'�a trouver un indice k tel que Qk est constant. Cette �etape peut ne pas terminer.
Poser a = pk−1, b = qk−1 et d�eterminer si le polynôme u d�e�ni en 4.1 est proportionnel �a h.
Si oui, retourner a, b et le coe�cient de proportionnalit�e appropri�e.
Si non, r�epondre qu'il n'y a pas de solution.
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Exemple : programme en MuPAD et calcul sur l'exemple de l'�enonc�e

// Calcul de psi(racine(D))

psi_rac := proc(d)

local c,f;

begin

c := x^(degree(d)/2);

repeat

f := divide(c^2-d,2*c,Quo);

c := c-f;

until f=0 end;

return(c)

end;

// Décomposition en fraction continue

dfc := proc(d)

local psi,P,Q,p0,q0,p1,q1,a,temp;

begin

psi := psi_rac(d);

P := 0; Q := 1;

a := psi;

p0 := 1; q0 := 0;

p1 := a; q1 := 1;

repeat

P := expand(a*Q-P);

Q := divide(d-P^2,Q,Exact);

a := divide(P+psi,Q,Quo);

temp := p1; p1 := expand(a*p1+p0); p0 := temp;

temp := q1; q1 := expand(a*q1+q0); q0 := temp;

until degree(Q) = 0 end;

return([p0,q0]);

end;

// essai

d := x^4+4*x^3-6*x^2+4*x+1;

x4 + 4 x3 − 6 x2 + 4 x+ 1

[a,b] := dfc(d);[
x6

4 + 3 x5 + 45x4

4 + 11 x3 − 33x2

4 + 43
4 ,

x4

4 + 5x3

2 + 15x2

2 + 11x
2 −

11
4

]
f := ln(a+b*sqrt(d));

ln
(
11 x3 − 33x2

4 + 45x4

4 + 3 x5 + x6

4 +
(

x4

4 + 5x3

2 + 15x2

2 + 11x
2 −

11
4

) √
x4 + 4 x3 − 6 x2 + 4 x+ 1 + 43

4

)
simplify(diff(f,x));

6 x√
x4 + 4 x3 − 6 x2 + 4 x+ 1
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