ENS 2006 Maths-Info Corrigé de M. Quercia (michel.quercia@prepas.org)

1.1.1)

1.1.2)

1.1.3)
1.2)

1.3)

1.4)

1.5)

1.6)

2.1)

1 Séries de Laurent formelles

Immeédiat.

a;by n'est a priori non nul que si j > val(a) et k > val(b), soit j < i — val(b). L’ensemble des valeurs de j étant
borné, la somme définissant c; est bien finie. Il y a au plus i — val(b) — val(a) + 1 termes non nuls dans la somme ;
et il n'y en a aucun si i < val(a) + val(b), donc on a bien une série de Laurent.

Mettre en facteur le monome de plus bas degré.

Vérifications sans difficultés. L’associativité de la multiplication résulte de la formule : (abc), = ZHHk:n aibjcy.
Sia= Zn>0 anz™ est une série de Laurent de valuation nulle (ag # 0), alors on peut définir une série de Laurent

b= Zn>0 bnz™ telle que ab = 1. les coefficients b, sont définis par les relations de récurrence :
agbg =1, agbn +aitbp_1+ ... +abg=0sin > 1.

Ainsi toute série de Laurent de valuation nulle est inversible. Il en va de méme pour une série de Laurent arbitraire
non nulle par mise en facteur du mondéme de plus bas degré. La relation sur les valuations est immédiate.

bo — 1/(10

Pouri=1...k faire
s«—0
Pourj=1...1 faire s «— s+ a;bi_; finpour
by «— —s/ag

finpour

On raisonne par récurrence sur j. By = 1 est de valuation nulle et Eg = 1 — a/z?% = x3z + ... est de valuation
au moins 1 = 2°. Si Bj et E; sont définis avec val(B;) = 0 et val(E;) > 2 alors B; # 0 donc Bj;; est bien
défini, de valuation nulle car val(E;/2B;) = val(E;) — val(B;) > 0. Ensuite, a/2?* = B — £ = B?,, — Ejy1, donc
Eit1 = + (Bj — Bj41)(Bj + Bjt1) = EF (B + Bj41)/(2By), d'oit val(Ejy1) > 2val(E;) > 2+

val(Bj,1 — Bj) = val(E;) > 2/ donc tous les coefficients de Bj,; — B; d’indice inférieur & 2/ sont nuls. En particulier
le coefficient de z™ dans Bj est constant dés que 2) > n. Notons b,, cette constante, et soit b = Y ez bnz™. Clest
une série de Laurent car b, = 0 pour tout n < 0, de valuation nulle car bg = 1.

De plus, b® — a/z%* = (b® — B?) 4 (B? — a/2°*) a une valuation au moins égale & 2/ et ce, pour tout j, donc
b? = a/z%*. On en déduit que z*b est une racine carrée de a dans le corps des séries formelles.

Remarques :

— La méthode de calcul de /a illustrée dans cette question est une adaptation au cadre des séries formelles de la
méthode de Héron.

— Plus généralement, une série formelle non nulle admet une racine carrée dans le corps des séries formelles si
et seulement si sa valuation est paire et son coefficient de plus bas degré admet une racine carrée dans K (avec
car(K) # 2). C’est faux en caractéristique 2 ou 1’élévation au carré d’une série formelle se réduit a 1’élévation au
carré de chaque mondme.

2 Fractions continues

On se place dans le corps L(X) des fractions rationnelles en une indéterminée X, a coefficients dans L. Soit
Fi(X) = [ao, -.., ak, X] € L(X). On démontre aisément par récurence sur k que Fi(X) = (pxX+pr—1)/(qx X+ dr_1)
ol (pk) et (qx) sont les suites données dans 1’énoncé prolongées par p_; = 1, q_; = 0. Il en résulte, si qx # 0,
que [ag, ..., ax] = Fx—1{ax) = px/dk. Par contre si qx =0, [ag, ..., ax] n’est pas défini (oubli de I’énoncé ?)
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22) P_1+— 1, pg— ap; q—1 «— 0, qp «+— 1
pour i=1...k faire
X <— Po, Po < QiPo +P-1, P-1 ¢+ X
X +— do; do «— Qido + q—1; q—1 < X
finpour
retourner po/do (st o # 0)

Nombre d’opérations : 2k additions, 2k multiplications et une division.
2.3) Calcul immédiat.

2.4) La suite (qy) est strictement croissante, donc qx > k+1 et |Cx — C—1] < 1/(k(k+ 1)). Ainsi la série télescopique
associée a la suite (Cy) est convergente et cela implique la convergence de la suite (Cy).

3 Fractions continues de polynémes

Remarque : ¢ est bien définie. En effet, si U/V = U;/V; alors UV; = UV donc (W e(Vi) = o(Ur)e(V) et
e(W)/o(V) = o(U1)/@(V1). Le caractére « morphisme d’anneau » de ¢ est immédiat.

3.1.1) val(@(1/U)) = — val(e(U)) = deg(U).
3.1.2) La relation P(a + b) = P(a) + P(b) est évidente. Aveca=zet b=z on aP(ab) =1 # 0 =P(a)P(b).
3.1.3) f= o(Y(f)) &= VneN* f, =0« feK[z7}]

3.2) Soient (px) et (qk) les suites de polyndémes associés a la suite (ay) comme dans 2.1. On montre par récurence que
la suite (deg(qy)) est strictement croissante, en particulier deg(qy) > k et donc Cy est bien défini. Par ailleurs,
val(@(Cx) — @(Cx-1)) = val(@(Cx — Cx_1)) = deg(dqxdqr—1) = k(k — 1) donc les séries @(Cy) et @(Cyx_1) ont
mémes coefficients de z" pour tout n < k(k — 1). On construit alors, comme au 1.6, une série de Laurent F telle
que ©(Cy) — F au sens donné en 1.6.

3.3) On montre aisément par récurrence sur k que oy et ay sont bien définis et que oy ¢ Im . Par ailleurs, par
définition de ¢ et P, on a val(ax — @(P(ok))) > 0, donc deg(axr1) = —val(oey1) > 0. Ensuite,

(o = @(ax)) x (xr19(Pr) + @(Pr-1)) = X @(Pr—1) + @(Pr) — (Pr-1)P(ak) = e @(Pr-1) + @(Pr—2),

X1 Q(P) + @(Pr—1)

et de méme avec la suite (qi), d’olt 'on déduit que le quotient
(a:) q d aer19(dic) + @(dr-1)

est indépendant de k. Pour
k =0 il vaut ¢(ag) + 1/x; = og = F. Enfin,

—F_ e(pK) _ @(Px—1dx — Pxdk-1) _ (—1)*

o(a)  o(ai)(ag19(ar) + e(ai-1))  @(di)(r19(dx) + @(di—1))

F—o(Cy)

d’ot1 val(F — @(Cy)) = deg(qx) — val(ow 1 0(qx) + ©(qr_1)) > deg(qx)? = T et donc @(Cy) —— F.

k—o0

3.4.1) On sait déja que la suite (deg(@(qx))) est strictement croissante. Par ailleurs, pour k < { on a :

©(Cx) = F=@(Cx = Cqa) + .. + 9(Ce—1 — Co) + (9(Ce) — F).

Dans cette somme, les valuations de tous les termes, sauf peut-étre le dernier, croissent strictement. On en déduit
val(@(Cx) — F) > min(val(@(Cx — Cx+1)),val(@(C¢) — F), avec égalité si les deux termes du min sont différents.
C’est le cas si £ est choisi sufisament grand, puisque val(@(C¢) — F) — +o0.

— 400

Ainsi, val((Ci) ~F) = val((Ci—Ciet1)) = deg(qi)+deg(dus1), ce qui entraine val(@(p) ~F(qx)) = deg(dics1)-

3.4.2) On résoud le systéme proposé par rapport & a et b. Le déterminant est A = qx_1px — qxpr_1 = (—=1)*71, d’otr
a=(qpkx — pqx)/A et b = (qx_1p — Px—19)/A sont bien des polyndmes.
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3.4.3)

3.4.4)

3.5)

Sia = 0 alors g = bqy avec deg(q) < deg(qx), ce qui implique b = 0 puis p = q = 0, en contradiction avec
I'hypothése p A g = 1. De méme, si b = 0, alors a est diviseur commun de p et g, ce qui implique a constant, et
ce cas est exclus par ’énoncé. Ensuite,

@(p/q) — F= (o(px/dx) — F) + @(p/q — pr/dx) = (9(px/dx) — F) + o((—1)* Ta/(qqx)).

Les deux derniers termes on pour valuations respectivement deg(qi) + deg(qi+1) et deg(qx) + deg(q) — deg(a).
On en déduit val(¢(p/q) — F) = deg(qx) + deg(q) — deg(a), puis val(¢(p) — Fo(q)) = deg(qx) — deg(a).

On choisit k tel que deg(qy) < deg(q) < deg(qx+1) et on décompose p et q comme en 3.4.2. On a toujours

(o(p/a) = F) = (e(pr/ax) — F) + o((—1)* "a/(aqx)),

et si l’on suppose a # 0 :

val(¢(pr/di) — F) = deg(du) + deg(qu+1) < deg(ax) + deg(q) — deg(a) = val(p((~1)*""a/(qax))).

Ainsi, pour a # 0, on obtient val(@(p) — Fo(q)) = deg(qx) — deg(a) < deg(q), ce qui est contraire & I’hypothese
de l'énoncé. Par conséquent a = 0, d’'olt q = bqy et p = bpy, et enfin p/q = pr/qx.

On note deg(D) = 2d et soit a = @(D), série formelle de valuation —2d. En reprenant les notations de 1.4, soient
C; = z~9Bj, série formelle convergeant vers /a, et F; = Cj — Cj.1, série formelle convergeant vers la série nulle.
On a les relations de récurrence :

2 2

Co=29 K . Cui=G-F,  Fa=o—
0=z j 2C; ji+1 i b ji+1 2Ci 11

Par ailleurs, val(C;) = —d et val(F;) = —d + val(E;) > —d + 2. On décompose :

G = Z Cinz™ + Z Cinz" = @ oP(C;) + C;

n<o0 n>1
Fi=Y finz" + Y finz" = @o(F;) +F.
n<o n>1

Lemme : P(Fj;1) est le quotient de la division euclidienne de \(F;)? par 2(Cj1).
Démonstration : deg(P(Cj41)) = d donc la division précédente est bien définie. Soit P (F;)? = Q(2Cj41)+R avec
Q,R € K[x] et deg(R) < d. Comme deg((F;)) < d — 2, on a deg(Q) < d — 2/, Par ailleurs,

2Cj41(Fi+1 — 0(Q)) = F — ¢ 0 Pp(2Cj41) 0(Q) — 2C) 4, 9(Q)
=F = @)+ e(R) - 26 ,0(Q)
= 2FF — F? + o(R) — 2C},,0(Q).

On en déduit val(2C;j41(Fj+1 — ©(Q))) = min(2) + 1 —4d,2,1 — 4,271 + 1 —d) > —d = val(2Cjy1). Ainsi,
val(Fi11 — ©(Q))) > 0, dout Y(Fj41) =P o @(Q) = Q.

Il résulte de ce lemme que I'on peut calculer les polynémes (C;) et P(D;) par les relations de récurrence :

P(Co) =x%,  W(Fo) = quo(x*® — D,2x%), Y(Cjr1) =W(C;) = W(F;), $(Fi41) = quo(Pp(F;)?, 20(Cj41)),

ol 'on a noté quo(u,v) le quotient de la division euclidienne du polyndéme u par le polynéme v. On en déduit
I'algorithme suivant :

d «— deg(D); C «— x9; F «— quo(x?¢ — D, 2x4)
tant que F # 0 faire
C «— C—F; F+— quo(F?,2C)
fin tant que
retourner C.

Le degré maximal des polynémes manipulés est 2d = deg(D).
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3.6.1)

3.6.2)

3.6.3)

o(Pry1) + VD

4.1)

4.2)

4.3)

4.4)

On démontre par récurrence sur k que Py et Qy sont bien définis dans K[x], que Qx # 0 et que P2 = D mod Q.
C’est immédiat pour k = 0. Ensuite, si Py et Qi vérifient les propriétés indiquées alors Py; est un polyndme
congru a —Py modulo Qy, donc P12<+1 = PZ = D mod Qx, ce qui prouve que Qi1 € K[x] et on a Qx4 # 0 car D
n'est pas le carré d’'un polynéme. Enfin, D — P12<+1 = QkQk41 donc P]ZH_1 = D mod Q1.

La relation W(F/@(Q)) = quo(YP(F), ¢(Q)) s'établit comme en 3.5. L’expression donnée pour aj s’en déduit
immédiatement.

Pour k=0o0na og =D = %ﬁ. Si l'on suppose oy = W alors ax = P(ax) = aj d’aprés la
0 k

question précédente, et l'on a :

(@(Prs1) + VD)(@(Px — aj Qi) + VD) (VD + @(Pir1))(VD — @(Pis1))

o(Qu kel 9(QuQurr) Y] R Y
ce qui prouve que Xy41 = %
4 Application aux intégrales pseudo-hyperelliptiques
log(a + byD) = 2¢v/D +2b'D + bD’ _ (20'VD +2b'D +bD)(a~bvD) _  u+4+v/D

2(a+bvD)VD 2(a® — Db?)VD 2(a® — Db?)vD
avec u = 2(ab’ — a’b)D 4 2abD’ et v = 2aa’ — 2bb’D — b2D’ = (a® — Db?)". Donc log(a + bv/D)’ est de la forme
h/v/D avec h polyndme si est seulement si v =0 et a> — Db? divise u, ce qui équivaut & a® — Db? constant.

On a @(n) = @(a)? — e(D)e(b)? = (p(a) — (b)vD)(p(a) + ¢(b)vD), donc 'une des deux séries formelles
@(a) £ @(b)v/D a une valuation positive ou nulle. Soit ¢ = +1 tel que val(p(a) — e@(b)v/D) > 0. Si cette
valuation est strictement plus grande que val(@(b)) = — deg(b), on conclut avec 3.4.4 que ¢a/b est un convergent
de v/D. Sinon, on a soit b = 0, soit b est constant non nul et val(¢(a) — @(b)vD) = val(@(a) — @(b)v/D) = 0.

Le cas b = 0 est impossible car h est supposé non nul.
Le cas b € R* et val(p(a) + ¢(b)v/D) = 0 mene aussi & une contradiction : val(2¢(b)v/D) > 0.

o _ e @(pr-1) + @(Pr-2)
navD o @(dr—1) + @(dr—2)
 @(pr—2) — 9(qr_2)VD

o(Pr-1) — ©(qx_1)VD
@(Dqr—19qx—2 — Pr—1Pk—2) + ©@(Pr—1qx—2 — Dkfzq“l)\ﬁD

(P(pi—l - in—l)
_ 1k

@(Dqkflqk72 pkfl‘pk72) . (p( (-1) )\/6

Pi—l —Dq12<—1 pi—l _in—l

o(3) ol

Comme /D ¢ Im(@), on peut identifier les parties rationnelles et irrationnelles, d’oi1 p2 , —Dg?_, = (-1)*Q«.

, ot

X =

Puisque a/b est I'un des convergent de v/D, il existe k € N* tel que a/b = pyx_1/qi_1. Les relations a® —Db? = p
et Prdr_1 — Pr_1qx = (—1)*"! impliquent que a Ab = px_1 Aqrx_1 = 1, donc il existe A € R* tel que pr_1 = Aa
et g1 = Ab. Alors Qx = (=1)*(pZ_; — Dqi_,;) = A®u = 1/v est constant.

Enfin, aic = v(@(Pr) + VD) = v(@(Px) + a0) donc ax = v(Px + ag), puis ar11 = 1/(v(oto — o)) = o1/v.
On montre alors par récurrence sur p € N* que ogp = ~v(=1)7 ap et agpp = v(’l)pap, ce qui prouve que le
développement en fraction continue de v/D est quasi-périodique & partir du rang 1.

Calculer (VD) a Uaide de l’algorithme de la question 3.5

Calculer les polyndémes ay, Py et Qy définis en 3.6 ainst que les polynémes py_1 et qx_1 (question 2.1)
... Jusqu’a trouver un indice k tel que Qy est constant. Cette étape peut ne pas terminer.

Poser a = px_1, b = qx_1 et déterminer si le polynéme u défini en 4.1 est proportionnel ¢ h.

St out, retourner a, b et le coefficient de proportionnalité approprié.

St non, répondre qu’il n'y a pas de solution.
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Exemple : programme en MuPAD et calcul sur ’exemple de I'énoncé

// Calcul de psi(racine(D))

psi_rac := proc(d)
local c,f;
begin
c := x"(degree(d)/2);
repeat
f := divide(c~2-d,2*c,Quo);
c := c-f;
until £=0 end;
return(c)
end;

// Décomposition en fraction continue
dfc := proc(d)
local psi,P,Q,p0,90,pl,q91,a,temp;
begin
psi := psi_rac(d);
P:=0; Q :=1;

a := psi;
pO :=1; q0 := 0;
pl = a; q1 :=1;
repeat
P := expand(a*Q-P);

Q := divide(d-P~2,Q,Exact);
a := divide(P+psi,Q,Quo);

temp := pl; pil expand (a*xpl+p0); pO := temp;

temp := ql; ql expand (axql+q0); qO0 :
until degree(Q) = O end;

temp;

return([p0,q0]);
end;

// essai

d = x"4+4%xx"3-6%xX"2+4%x+1;
xt+4x® —6x% +4x+1
[a,b] := dfc(d);

6 4 2 4 3 2
45 33 43 5 15 11 11
[%+3x5+%+11x377"+?%+%+ - }

f := 1ln(a+bxsqrt(d));
In (11x3 R (X{ +8%8 4 1587 4 Ux 14—1) VEFAX® —6x +dx+ 1+ %)
simplify(diff(f,x));
6 x
VXA +4x3 —6x2+4x+1
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