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deuxième épreuve de mathématiques Duree : 6 heures 

3 A E R. tr t E R. jY t )  = J ( t+  A )  
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B) On considère (7 unc sirnilitucle indirecte du plan. On cherche à dGterminer u et y 
pour que a(?) soit la développée de y. Soit In le point de y de paramètre 9 . Soit 
ml son image par O . On admettra que ml est le centre de courbure de y au point 
de paramètre p1 et que l’application : p H ‘p1 est dérivable. 

1. Quelle relation y a-t-il entre y et (pl ? 
2. Montrer que le rayo~i de courbure &(p) doit v6riiier une relation du type 

3. Montrer que si le rayon de courbure R ( y )  vérifie une relatioii du type 

R’(p) = a R(-p + p)  où a est une constante réelle noii iiulle et ,B est un réel. 

R’(p) = ci R(-9 + B) où a est une coristante r6elle non I i u l l e  et p est un 
&el. alors i l  c3xislc urie similitude indircctc u du plan telle que a(7 )  soit la 
dbve1oppi.p de  r .  

(1. En posalit ( 1 ;  = k ( I  j = X et f ( t )  = h’(q). \.&fier que la condition clicrchéc 

f uiie applicatioii dc classe C’ dbfinic de R daiis R. \ .C r ih t i t  : 

A E R  1’ = ( 1  - 1;)  cos[(l + k ) t ]  + (1 + k )  cos[(l  - k ) f ]  
y = ( 1  - X )  siil[( I t k ) i ]  + ( 1  + k )  \ i i i [ ( l  - A * ) / ]  

et lorsque Ikl est Cgal h 1 par la paraiiiétri5ation : 

3,\ E €2. V f E R . f’(f) = J ’ ( f  -t A )  ( 1 )  

Oii suppose j T-phiodique. T > O 

a) Montrer que f et f’ sont développables en série de Fourier . 
b) On appelle pour tout n E 2 , c, le coefficient de Fourier exponentiel de la 

fonction f .  Montrer que f est solution de ( 1 )  si et seulement si les coefficients 
de Fourier vérifient la relation : 

(2i7rn - T ein%A)Cn = O 

c) Déterminer les fonctions f solutions de (1). 
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d) Déterminer dans ces conditions, c'est-à-dire lorsque R est périodique, les arcs 
paramétrés correspondants, répondant 8. la question 1-A) 

Partie III Soit f une application. c.ont.iiiiic dc R dms  ci: . Pour tout, X E R on note f x  
I'ap plicat ion: 

1 E R - f(Lt A )  E C 
0 1 1  appelle E j  
Soit Ci le C-espace vccturicl cngcndré par les fo~ictions t - e'"J'(i) où Q est u11 
nombre complexe et P une  fonction polynomiale complexe. 

Ic C-espace vectoriel engendr4 pal les applicatiuiis j i  , X f R. 

1. Soit P E C[ X ] aircc deg P = n E N .  Soicnt b u , .  . . ,bn 
distincts deux A deux. Pour A. E {O, .  . . , n} , on pose : 

n + 1 nombres réels 

Pk(X)=P(X+ bl;) 

Soit ( U , ) , ~ N , ~  une faidle de nombres comp1t.xt.s. Soit V la matricc de M n ( C )  dout 
IC coefficient cI'indiw (ij) est (u , )J-* . 

011 adnict qi ic  Ic d & ( ~ i i i n a r i t  de la matricc V 

a)  Ecrire Pk(X) daiis la base ( $ P ( ' ) ( X ) ) * e i u , ,  
b) En déduire quca 

: n ( uJ - u , )  . 
1 SZ<J< 11 

est une hasc clc C,[X]. 

2. Soit (fi),a, UIIC' fainille de fonctions de R clar~s C, nori toutes nulles. Soit F 
l'espace vcctoriel e1igc.ndr.é par (fi),m, . 0 1 1  considère pour cllaque x E R, 
l'application d7. de F dans C définie par: 

hlontrer q11'il cxistc p réels ~1 , x2, . . . . .rp t,eIs quc la faniille (qiJimp soit, 
uiie Inse dc F'. dual dc F. 
Montrer qu'il existe une famille (g;);ap de fonctions appartenant a F telles 
que la famille (&,);m, soit la base duale de (g;);mp . 
Vérifier la relation : 

P 

f i  = c f i ( x k ) g k  
k= 1 

Montrer que la famille (f;);a, est une famille libre de F si et seulement si 
il existe une famille ( x ; ) ; a ,  de réels tels que la matrice A de terme général 
f;(zj) soit de déterminant non nul. 

3. Soit f E G . Montrer , en utilisant la question 111-1, que E j  est de dimension finie. 

4. On suppose que E, est de dimension finie. Soit ( f x , ) ; a ,  une base de Ef. On pose : 
n 

f x  = ~ ' ' ( x ) f x t  On définit ainsi n fonctions a; de R dans C. 
i=l 
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5. On 

En utilisant la question 1II-2-, montrer qu’il cxiste une famillc (tr)tm, de réels 
tels que le systhiic : 

n 

f d t , )  = p l ( X ) S \ , ( i , )  7 j E N,, 
1= 1 

possi.dc UIIC solut ion t*t une seule, (al  (A), . . . , n n ( X ) )  E CrL 
En d4duiic qu’il cxistcx des nombres compl~~xcs p t , J  tels que pour tout i E Nn , 
ut (X)  = p l J . f t , (  A)  et que les fonctions a,  sont continues siir R. 

11 

j = 1  

t 
pose pour t réel k ‘ ~ , ( t )  = / fx,(u)du. Les fonctions fx, sont celles définies en 

O 
4. E, est toujours supposé de diinension finie. 

Montrcr quo n,  cst dbrivable puis que, pour tout X réel, I’al>plication 
t E R F-+ f(l + A )  est dérivable sur R avec : 

VA E R ,  V t E R f’(i + A )  = ‘&;(A)j,\,(t) 
1= 1 

En d&iuirc: $’( t ) .  

Montrer que f‘ E Er puis que f E P ( R ,  C) . 
Conclure en considérant la famille : (f, f’, . . . , f(“)) qu’il existe des nombres 

complexes 0 0 , .  . . , a n  tels que : C a,$’) = O 

En déduire alors que Ej est de dimension finie si et seulement si f E G . 

n 

i=O 

Partie On cherche k déterminer (les 61Cments de G (c’est-A-dire des Gldnionts du C-espacc 
vectoriel dkfini en III engendré par les fonctions 1 - ea‘P( t )  où Q est un nombre 
complexe et P une fonction polynomiale complexe) vérifiant : 

3 X E R tel que V t  E R : f’(t) = f ( t  + A) (2) 

A) 1. Soit X E R 
I’équatiou : 

dorinC. Etudier l’existence et le nombre dc solutions x réelles de 
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2. a) Et u c I i ( ~  les variations de la fonct,ioii g tldiiiie par : 

U )  Soit (Q,),~[N, une famillc de nombres complexes deux à deux distincts. Soit ( P , ) i a ,  
une. famille de polynômes complexes non nuls. 

1. Pour tout i E Nn , on appelle f i  la fonction définie sur R par : f i ( t )  = Pi(t )  e*i*. 
Montrer que la fariiille (f,)im, est une faniille libre. 

n 

1=1 

a) Calculci j ( i  t A )  ct f'(t) cri fonctioii dcs dérivdes tlcs foiictions P, 
h) Soit d, le degré d u  polynôme P, . Monti-cr que .f est soliition de (2) si et 

sciilcrricwt si  : 

c) En d6duirc cltic f est solution de (2) si ct seulemcnt. si : 

3. Montrer que  les solut,ions de (2) appartenant à C sont, du typc : 
n 

On tlist,ingiiera divers cas selon les valeurs de A ,  les coefficients O et oz devant 
itre pr4cisi.s. 

4. Quclles sont les solutions réelles de (2) appartcnant à C, ?. 

C) Ddtcrmincr les arcs obtenus dans lcs divers cas suivant,s : 

f( 1 )  = a C O '  cos at a,  c1. réels # O 

S(L) = (ut  + b ) P t  U, 6,  réels; f # O 


