SPE TSI Corrigé de CCP 2002  26M€ ¢preuve

Al)Ona: VY0eJ T(0) Lw(30) < (w(30) T(e)) - g ] = (w(30).7)(T. 7)) (n0),T0) = g (]
= V) = (T.7E0) — (T.0)5 [7 < V) =30 - 05 [
La condition imposée équivaut donc bien 4 : VoeJ V(f) = 29% (7]
A2)T est biréguliere, donc réguliere, donc le premier vecteur dérivé, f/(0) (6)f(0)% (6 + %), ne s’annule pas et dirige la

(
tangente & I' en M (0) pour tout ¢ de J; de plus ceci entraine que (f(6), f/(6)) n’est jamais OR:2
Soit donc 0 fixé dans J.

20 # 0 []
£(0) cos(20)

alors: V(0) = 29% [7] <= tanV(0) = tan (20+ %) < 70 = ~Sin(20)

et
9me casl 99 — () [] 20 # 0 [n]
alors : V(0) = zeg (] = V(0) = g (1] <= f(0) = 0 < f(0)cos(20)£(0) sin(20) = 0

et(f(e)’ f1(0)) # ORe )
17(0) cos(20)f(0) sin(20) =

(E) est une équation différentielle linéaire du premier ordre homogene.
L’ensemble des solutions de (F) est donc un [R-espace vectoriel.
Si J est un intervalle de longueur non nulle sur lequel cos(26) ne s’annule pas, alors I’ensemble des solutions de (E)

sur J est un [R-espace vectoriel de dimension 1, plus précisément, on a alors :
(VOeJ [f/(0)cos(20)f(0)sin(20) = 0) < [JacR/VleJ [f(0) = aexp(g(0)) ]

sin(20)

 cos(20)

< () cos(20)f(0) sin(260) = 0 le retour est assuré car

{ (f(0). f'(0)) # O

Done : (veeJ V() = 29% [w]) — (veeJ

A3

~

ou g est une primitive sur J de 6

On peut remarquer que, J étant toujours un intervalle de longueur non nulle sur lequel cos(26) ne s’annule pas, dire ” f est
une solution de (F) sur J autre que la fonction nulle” équivaut & dire ” f est une solution de (E) sur J telle que f ne
s’annule pas” et cela équivaut donc encore & dire ” f est une solution de (E) sur J telle que le couple (f, ') ne s’annule
pas”, tout ceci car exp ne s’annule pas sur IR ; ce qui précise la conclusion de 2).

Tow sin d (cos(26)
Sur} 1 ’Z[ : _/cosgz; df = /Q(CT(QQ)) = %ln|cos(29)\cste

Done : (vee}li[ 7(0) cos(20) £(0) sin(20) = o) — (he[&/vee}—g,ﬂ £(0) = o cos(29)>
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A4) On a immediatement : ¥V (A, p) R Voe —3 5[ fa(0) = XN\Jcos(20) et fu(0) = p+/cos(20)
Donc: V(A p)eR™ Voe]|-Z.2[  f.(0)7(0) %fk(e)w(e)

u
Donc, pour tout couple (A, ) de [R*Q, C, est 'image de C) par I’homothétie de centre O et de rapport K,
p 12 A

A'5) Soit A fixé dans R™ Ona: lim fi(0) =0
3
' o faB) —0  Ayjcos 20) B )\\/COS(g—%) B )\\/sin(Qu) )
De plus : VGE}—ZaZ[ = =5 — % = — = — on a posé 0
V2u M2
~ A\ = — —00XSgN A
9—»17 —Uu \/a 9—»%7

™

1
[, seule la fonction nulle admet un prolongement dérivable en

Donc fy n’admet pas de prolongement dérivable en
™

Donc, parmi les solutions de (E) sur |-Z,%
kg

\/|cos(20)].

3 4 m  km
On aurait pu résoudre (E) sur |- T+

remplacer 4/cos(26) par

=T _
=17 u

™

1
[ pour tout k de Z de la méme fagon qu’en 3) & la seule condition de

En reprenant le raisonnement ci-dessus, on obtient de méme que, parmi les solutions de (E) sur ]-%-r%’r a%-r%’r [ seule
la fonction nulle admet un prolongement dérivable en §+%’T ; ceci pour tout k de Z.
Ceci suffit pour conclure que (E) a une seule solution sur R, la fonction nulle.
A 6.1) On admet que toute solution de (E) sur ]-% a%[ est développable en série entiere ; soit donc «, fixé dans ]0, I [,
—+oo
et (an), N, suite réelle, tels que : VO€l]-a,al fi1(0) = EO and"
Ona: f1(0)=1 donc ag=1
—+oo —+oo
De plus : Vée]-a,af 0= f(0)cos(20)f1(0)sin(20) = ( b)) nanen_1> cos(20) + ( b)) an9"> sin(20)
n=1 n=0
too 2np2 too 2n+1p2n+1
+o00 _ (—=1)m22ng"n +o00 (—1)n22ntlgant
— nen 1 nen
(B ) (5 ™) o (o) (5 S
2 46 2
= (a1 + 2a20 + 3a30 ) 1— 3 + (ao + a19) x2600(0%)
= a1(2as + 2a0) 0(—2a1 + 3az + 2a1) 6%0(6?)
ay = 0 ay = 0 a1 —as =0
Donc : {Q(ao—i—ag) =0 donc {ag = —qg donc { 1=%=
s = —ag = —1
3@3 =0 az = 0

Donc: Véel-a,a| fi(6) =1 — 6° +§§Zan6’"
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A62)Ona: VpeN cos(2z) = EOWO@%H)
Et: VpeN* (1+4u)l/2 = 1ni1 [;}1(% . 1)}x—n0(up) - 1ni1 [kli[l(—1 Y2k —2) X(_an)nftno( )
_ 1ni1 [kli_ll(Qk - 3)}(_21,2;?&” o(uP)
- 1%2 [kll(% - 3)|x (_12):_,1un0( ?)
_ 1% i (2n —2)1 (-1)"" " o)

n—1
n=2 2"n! T (2k)
k=1

D n—1

2n —2)! (=1 "

Donc: VpelN* (1+u)'/? = 12 E ( n2n—1) e
2 n!(n—1)!

o(uP)

n=2

220> . 12 1/2 5
De plus:  f1(6) = /cos(20) = (1 - 70(9 )> = [1 = 20%0(6%)] """ = 1—6%0(6%)

Or la partie réguliere du développement limité de f1 est aussi le début de son développement en série entiere,

donc: Véel-a,af fi(0) =1 — 62 +§§Zan6’"

£ (0)

n!

3
A6.3) Onadonc: fi(f) =1 — 6%0(6°) = 0"0(6%)
n=0

Donc: f1(0) =1, f1(0) = f{2(0) =0, f7(0) = -2

B1.1) p est manifestement paire, il suffit donc d’étudier C; sur [0, Z[ et on completera par symetrie par rapport a Ozx.

On adéjavu: lim +/cos(20) = 0.
0—%
On peut donc prolonger continument Cy en posant : M () =M (-Z) = O
Deplus: V0e[0,Z] V(0) =20+ % [x] —— 7 [n]
-~
La demi-tangente & C; en M (%) est donc dirigée par o (%), donc par i + j, par symetrie, la demi-tangente en
M (-%) est dirigée par i — j.

610 /4
p‘l + 0
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B1.2)Ona: VOe]-F7:3[ V() =20+ % [7]

~ (La tangente en o - P _
Donc : (M(H) ont Verticale> = VO)+0=Z[r] < 30+53=%[r] < 0=0[3] < 06=0

La tangente en
M () est horizontale

Or: fi0)=1, fi(§) = Jeos (2xF) = \Jeos (5) =/ = F ~0.707
fi(B)xcos (B) = 2ox ¥ = X2 ~ 0,612, fi (5)xsin (%) = S=xi = L ~0,354

> = V(@) +0=0[r] < 30+5=0[1] < 0=-% [3] < 0=+Z

V22 2V2 6 2 2V2
Donc : | C; présente un point a tangente verticale et un seul, M (0) (1) ;
C; présente deux points a tangente horizontale : M (%), P (%) = %, coordonnées approchées (0,612; 0,354)

et M (-%), symetrique de M (%) par rapport a Oz.

B1.3) La tangente en M (0) est verticale donc 7 (0) est 4 ; Uorientation de la courbe impose : 7 (0) = j
Donc : N)(O) = —i

2 2 L2
) o D 2 2 sin®(20)  cos?(20) + sin?(20) 1
Ona: VOe]-Z:Z[ s%(0) = p*(0)p(0) = cos(20) cos(20) cos(20) = os(20)
Deplus: VOe]-Z,.Z[ a(f) = 6V(0) = 30+ % [n]
1
Donc: s2(0) =1 et o/(0) = 3, donc R(0) = 5—8(0) =3
a

Le centre de courbure de Cq en M (0) est donc £2(0) ‘2({3 Q=M+ RN))

B2)Ona: 6 ——— est continue sur |-Z 2]
cos(20)
1 _ 1 _ 1 N 1 g _
* \/005(29) \/005[2(7717——u)] \/sin(Qu)u_@ V2ul/2 ( 4 ’LL)
o fr— 1 est paire.
\/ cos(20) p

Donc, d’apres la régle de I’équivalence et les intégrales de Riemann, I converge.

B3)Ona: L= lim [s(0)d0 = Llim

/ I
a—z a—z~ Joa /cos(20)

B41)L—I—/% df _/% do /0 do _/% df /0 —di) _2/% df

' -z \/cos(20) 0 \/cos(20) J-z= \/cos(20) 0 \/cos(20) Jz +/cos(—2¢) 0 v/cos(20)
Donc: L = ; j;i = (on a posé successivement ¢ = —0, =1, = 29)

B4.2) Posons : u = +/cosp, alors u? = cosp et 2udu = —sinpdyp

0 1 1 1
—2ud d d d
1 sin pxu 0 Sing 0 /1—cos2p o V1—ut
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B5) A est défini par les conditi lires J T S0=1
) A est défini par les conditions polaires 0% < /eos 0]
5 [y/cos(20) z 27/cos(26) z 20 n(20)1 %
Donc: A :/ / pdpd@ :/ [p_:| do :/ COS( )d9 _ |:S’Ln( ):|
o=-%Jp=0 o=z 2]¢ -z 2 4]
1

D A
onc 5

C1) Quels que soient les réels o et 3 : ot t*71(1 — )31 est continue sur 0, 1]
o to7 (1 — )P

~
t—0+ tl—o

ot (1 - t)ﬁ—lt:k T

Donc, d’aprés la regle de I'équivalence et les séries de Riemann : VY («, §) €R? (B(a, B) converge) — (o,0) € R+
C2)Ona: V(a,B)eR*™*® Bla,8) = [ to-1(1—6)f~1dt = [7(1 —u)*~ P~ (=du) = [ v~ (1 —u)*~'du = B(B,a)

C3)Ona: V(a,p cR*™’ B a,B) = [Lte-1(1 —)F-1dt = " 5in2* 72 (1 — sin20)” 2 5in 0 cos 0 dO
0 0

Done : V(Oﬁﬁ)GRHQ B(a,p) = 2/2 sin®* "0 cos*” 0 do

0
11 § 3-1 LR EURRN 1 11
04) Donc : B(ﬁ’Z) =2 | cos2”0df = 2 | m = 2L dapresBZL,l)’ donc: L = §B (5, Z)

D 1.1) Mg est le point de C; d’angle polaire 0, Mg a donc pour coordonnées cartésiennes (1,0).

M est le point de C; d’angle polaire Z, M{ a donc pour coordonnées cartésiennes (0,0).
Donc: 2Ly = 2MgM} =2
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D 1.2) M§ est le point de C; d’angle polaire 0, Mg égale donc Mg et a donc pour coordonnées cartésiennes (1,0)

M3 est le point de C; d’angle polaire T, M3 égale donc M/ et a donc pour coordonnées cartésiennes (0,0
2 p gle p 1 2 i
M? est le point de C; d’angle polaire g -

1
_ [1cos & 12 V21 V21
Or : f1(%)= ——21/4, cos g 4 = 2\/52 5374

1 —cos% V2 —
sin g 2\/5 23/4

vV V21 \/ 2 —1
Les coordonnées cartésiennes de M; 2 sont donc ( V2 - )

2 2

“ls

EH
E

E

soit & 1073 pres (0, 777;0, 322).

Donc: 2L

2 2
2+ arvg) = 2 (S8 1)+ (L) () 4 (V)
_ 2\/—\/54“1 - \/\/§+1\/%;12\/\/i+1 V2l 2\/41 — V21242
Donc: 2L, = 2\/%1 — V2 + 12%/4 ~ 2 464947 + 106

D 1.3) M est le point de C; d’angle polaire 0, Mg égale donc Mg et a donc pour coordonnées cartésiennes (1,0)
My est le point de C; d’angle polaire 7

, M} égale donc M} et a donc pour coordonnées cartésiennes (0,0).

M4 est le point de C; d’angle polaire 5 M4 égale donc M? et a donc pour coordonnées cartésiennes
4 1073 pres (0,777;0,322)

M et My sont les points de C; d’angles polaires respectifs 7 et 3—” .

Or : fl( )coslﬁz,wos%cosl’r—ﬁzo 943 + 1073, fl( )smw:w/cosgsin%zo 188+ 103

1 cos?’—” = \/cos 3z cos—zO 514+ 1073, f 37 gin 3T = cos?’—”sm—NO 344+ 103
16 3 16 16 3

16 16 —
Les coordonnées cartésiennes a 1073 pres de My et My sont donc respectivement (0,943;0, 188) et (0,514;0, 344)
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