CORRECTION DE L’EPREUVE ENSAE 2002

PREMIERE PARTIE

I.1. Soient (z,y) € K? alors Ty,(x) — T,,(y) = (1 - %) [T(x) — T(y)] donc

1
o |T.(x) —T,(y)| < (1 — E) |z — y|| i.e. T, est strictement contractante,

e comme T, () est barycentre de T'(z)(1 — 1/n) et de a(1/n) alors T,,(K) C K,
e et enfin I est un espace de Banach

on peut donc appliquer le théoreme du point fixe, Jz,, € K tel que T,,(x,,) = z,.
I.2. On a

T(y) — w0 = T(n) — To(n) = T(an) — {(1 _ %) T(x,) + %a]
_ % T(2,) —a].

Or K est borné donc il existe M > 0 tel que Vn € N, || T(z,) — a|| < M par conséquent
HT(xn) - xn” < % — 0.
Conclusion : la suite (z,) est quasi-fixe.

I.3. Si maintenant on suppose K compact alors, de la suite (z,), on peut extraire une suite
(74(n)) convergeant vers xy € K or

(1 — ﬁ) T(xpm) + ﬁa = Lo(n);

et en faisant tendre n vers 400 on obtient T'(xy) = x¢ par continuité de 7.

1 1
I.4. a. T,(x)—T,(y) = (1 —d,)(x—y) ord, > NG donc1—-d, <1-— NG d’ont

ITu(@) - Tu(w)]) < (1 - %) e =yl

T, est strictement contractante et, comme au I.1 on a 7T,,(K) C K, le théoreme du
point fixe s’applique la aussi et par conséquent Jw,, € K tel que T),(w,) = w,.
b. On a |lu, — T(u,)|| < d2 et w, = Tp(wy,) = (1 — dp)T(w,) + dpy, d’olt
Up — Wy = (1 = dp)[(wn — T(un)) + (T(un) = T(wn))] + dn (wn — yn)
——
:(1_T)(un_vn)
[t — wall < (1 - dn)di + (1 = dp)|lun — wn| + dn(1 —7)[lun — 05|

puis, en faisant passer le terme (1 — d,)|lu, — w,|| & gauche et en simplifiant par
d,, > 0 on obtient

[tn — wa|l < (1 = dn)dn +(1 = 7)|Jtn — vall.
d
<dn

L’autre inégalité s’obtient immédiatement en changeant r en 1 — r.
1
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c. Montrons que (w,) est quasi-fixe : comme au 1.2 on a
T(wy,) —w, = T(w,) — Th(wy) = T(wy,) — (1 —dp)T(wy,) — dpyy
= dn(T'(wn) = yn).
K étant borné, il existe M > 0 tel que [|[T(wy,) — yn|| < M et comme d,, — 0, on
peut conclure :

T(w,) —w, — 0 ie. la suite (w,) est quasi-fixe.
On a ensuite

0 < | Jlun = wall = (1 = )ljun = wal] | + | J1wn = vall = rllm = va]] | <2,

~

g g

>0 >0

par conséquent chacun des termes entre crochets tend vers 0 (majoré par 2d,) d’ou

Hm |Ju, — w,|| = (1 —7)d et lim [Jw, —v,|| = rd.
n—+00 n——+o00

DEUXIEME PARTIE

On éerit 2™ = (28, .. 2™ .. ) et 2™ € K donc V(k,n) € (N*)2, 2] < 1.

De la suite (a:g”))nzl on peut extraire une suite convergente (par Bolzano-Weierstrass) :
221 s gy avee |2y < 1.

Par récurrence : supposons que pour 1 < k£ < K on ait prouvé 'existence des ¢y.

. (¢} ...O n . . [e] ...0 n
De la suite (25572 °?%™), . on peut extraire une suite convergente (x5 +1( Nus1

On pose ®(n) = p10py...0p,(n). Comme @, est strictement croissante, ¢(n) > n donc
<I>(n) 2 ©10Pa... OSOn—l(n) > ©10Py... ogpn_l(n— 1),
® est strictement croissante et (z®(),>; est une suite extraite de (z(™),;.
Sin >k alors (z; ™),k est une suite extraite de la suite (z7*°%>°?*™)) qui converge
P(n)
donc (z;,""),>k converge dans R.

ko k()
Vko > lona ), ]xf(")] < 1 d’on, en passant a la limite sur n, »_ |zx| < 1 et ceci pour
k=1 k=1

+oo
tout ko. La série Y |zx| est alors convergente et > |zx| < 11ie. x € K.
k=1

On utilise le fait que > |yx — 2x| converge et que lir}rq y,(cn) =g, d’ot

+o0o
eVNeN, lim 3 |y —wl=4d

n—+00 p_N+1

o [ly™ —zl| < ly —y™ I + Iz — yll < d+ ]z — y| + & pour n > ny, (1)
400 N +o0
oy =zl = 3 |u” =zl = Xl =zl + X (9" — 2| pour tout N.
k=1 k=1 k=N-+1
Or 5™ — 2] >[4\ — yi| — |y — 2| (inégalité triangulaire) d’ont
™ =2l > D " =l D0 Y~ e = D e~
k=1 k=N-+1 ) k=N-+1
N vV
>3 |yg—2k|+d—e pour n>nq

k=1

+oo

N
>3 e —anl +d—e— >y — 2l

k=1 k=N+1
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cette derniere égalité étant valable pour tout N, on prend la limite quand N — +o00 on

obtient [|y™ —z|| > |ly — z|| + d —e. (2)

En rassemblant (1) et (2) et en prenant ny = max(ng,n1) on peut conclure :

(|ly™ — z||) a une limite et cette limite vérifie lim |y — z|| = d + ||y — z|| (ce qui se
n—-100

comprend si on assimile d a 0).

On a [T (y) —y™| < |T(y) = T"™)|| + | T(y™) — 4| donc

.

~~

<y 0
IT(y) = 4™ = d+ ly = T(y)ll + o(1)
< ly =y ™|l +o(1) = d +o(1)
d'ot 0 < [ly = T(y)ll < o(1) ie. y =T(y).
e On reprend le résultat du 1.2 qui donne I'existence d’une suite (z(™) quasi-fixe pour
o g‘partir de (™) on extrait une suite (z#™) qui vérifie

Vk > 1, hl}rl xf(") = 1 et on pose x = (Ty)k>1-

e Puis, la suite (||2#(™ — z||) étant bornée, on peut en extraire une suite convergente
que I'on nomme (y™).

On se retrouve alors dans I'hypothese du I1.5 donc Jy € K tel que T'(y) = y.
TROISIEME PARTIE

a. On applique l'identité du parallélogramme
ly + 2I* + [ly — 2[* = 2[ly1* + 2I|=||*

avec Yy =& — T, €t 2 = & — Tyy.
T, + T

b. C étant convexe on a € C dou |2z — z, — @y || = 2||x — 22522 || > 2d(x, C)

et par conséquent

0 < flon — @ml* < 20w — 20l* + 2]z — 2] - 4d(z, C)*

soit, pour € > 0, en choisissant N tel que n,m > N = ||z — z,||* < d(z,C)* + % on

obtient 0 < ||z, — x| < e.
La suite (z,,) est de Cauchy et comme FE est complet, elle converge dans F donc dans
C car C' est fermé.
On a ainsi d(z,C) = ||z — Z|| avec T € C.
Soit y € C' vérifiant la méme égalité alors, en utilisant la relation du a, on a
. _ . T4y

17 =9l = 2|z = 2° + 2/l = §II° — 4llz = —= |

<4d(z,0)* —4d(z,0)* =0

donc T = y ce qui prouve l'unicité.
c. Size C,posons zs =tz+ (1 —t)z € C pourt €]0,1[, z — 2z = (x — %) + t(T — z) or

o = 2% < llz = z]* = [l(x — 2) + (7 — 2)||?
<o —2|* +2t{x — 3,7 — 2) + 1|7 — 2|?

d’oti, en simplifiant par ¢ > 0, 2(x — Z,% — 2) + t||Z — 2||*> > 0 puis, en prenant la
limite quand ¢ — 0 on obtient bien (z — #,7 — z) < 0.
Ceci caractérise bien I car

Veel, lz—z|P=lv —z|* +2(x — 2,8 — 2) + |7 — 2||* > ||lz — &|°
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d. On peut y aller par le calcul : on utilise I'inégalité de la question précédente et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

lz = ylI* = [lfz = Po(2)] + [Pe(z) = Pe(y)] + [Pe(y) — 9]l

II1.2.

I11.3.

IV.1.

IvV.2.

IV.3.

= | Pe(x) — Po(y)||? + 2 (x — Pe(x), Pf(x) — Po(y)) +2 (Po(r) — Pe(y), Pe(y) — y)

N J/ N

v~

>0 >0

+2(z — Po(x), Po(y) —y) +[|Pe(z) — 2|* + | Pe(y) — ylf?
>~ | Pe(a)all.[IPe ()

> ||Po(2) = Pe)|* + (o = Pe()|| = |y = Pe(y)l)?
> || Po(@) — Pe(y)|)®

donc [|[Po(z) — Pe(y)|| < [le—yll.

a. Soit z € F alors 2z, =tz + (1 —t)Pp(x) € F et 2, — Pp(x) = t(z — Pp(z)) pour tout
teRor

(x — Pp(x), 2y — Pp(z)) <0

d’ou t(x — Pp(z),z — Pr(x)) < 0 pour tout ¢ donc (x — Pp(z),z — Pp(z)) = 0 i.e.
x — Pp(z) € F*.
b.Vr € Eonax =x— Pp(x)+ Pr(z) donc E = F + F* et comme F N F+ = {0}
—_— =
€FL €F
(classique) on a E =T @ F+.
c. La projection orthogonale est linéaire.

a. On sait que F est un hyperplan de codimension 1 donc F*, supplémentaire de F,
est une droite vectorielle.

b. 0 :x+— (x,19) est une forme linéaire qui s’annule sur F', on sait alors que ¢ et 0
sont liées donc p = \6.

QUATRIEME PARTIE

¢ est une forme linéaire et comme |(z,,, u)| < ||,||.||u|| < M|ul| (la suite (z,,) est bornée)
donc |p(u)| < M|jul| et ¢ est continue.
Grace au I11.3.b on en déduit que

o(u) = XMu, o) = (u, A\xg)
donc (z,,) converge faiblement vers Az (le cas ou ¢ est nulle est immédiat).

Soit v € E, on écrit v = u + v’ ot u € F, v/ € F+ (II1.2.b) alors (x,,v) = (z,,u) donc
Vv € E la suite ((x,,v)),>1 converge et la suite (x,),>1 converge faiblement dans F.

Soit G = Vect(z,) et F son adhérence :

N
yelG & <3NeN*, H(An)ERN|y:Z>\nxn).

n=1

N +0o0
Soit Gn = {D pnxn, pn € Q}, Gy est dénombrable et G, = U Gy est dénombrable
n=1

N=1
en tant que réunion dénombrable d’ensembles dénombrables.

Conclusion : on peut écrire Go, = {yr, k > 1} est un ensemble dénombrable dense dans
G donc dense dans son adhérence F'.
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IV.4. On s’intéresse & la suite double (2\), 451 ot 2\ = (z,,yx), n > 1, k > 1. (z,) est
bornée donc |:1c,(€n)| < M]|yx|| par Cauchy-Schwarz, on a vu alors au IT que l'on pouvait
extraire une suite (z®™) de la suite (z™ = x,,) telle que

Vk > 1, (Zom), Ye) — Xi quand n — 4o00.

IV.5. Soit u € F' montrons que la suite ((To(m), u))n>1 converge :
e Soit (y,(k)) une suite extraite de (yx) convergeant vers u, (yp(x)) est bornée.
o Comme (Zg(n), Yp(k)) — Xek) la suite (X)) est bornée, on peut en extraire une
suite convergente vers X € R.
Pour simplifier les notations, on note (Y}) une suite extraite de (y;) convergeant vers
u telle que (Tam), Yi) — X avec X — X.

On a alors
(Zom), u) — X| < l(%(n),w — (Tam), Yi) F(Tam), Yi) — Xi| + [ Xe — X].

J/

SM ||lu—=Yy||

On pouvait remplacer les deux derniers points en se contentant de prouver que la
suite ((Zao@m),u)) est de Cauchy
e On choisit un entier K tel que [|u —Yx| < 357 et | Xx — X| < £ puis un entier N tel
que n > N = [(Ta(m), Yi) — Xi| < § d’on, pour n > N, (zem), u) — X| < e.
Conclusion : de toute suite bornée (x,,) de E espace de Hilbert, on peut extraire une suite
(a(n)) faiblement convergente (ce qui peut s’énoncer ainsi : tout fermé borné d’un espace
de Hilbert est faiblement compact).

CINQUIEME PARTIE

V.1. Ona(z—T\(x)—y+Ti(y), z—y) = ||lz—y||*—(T1(x)—Ti(y), z—y) or, par Cauchy-Schwarz,
on sait que

(Ti(2) = Ti(y), 2 — y) < |Ta(x) = ()|l llz = yll < [z =yl
donc (x — Ty (x) —y+ Ti(y),z —y) >0
V.2.VAeR,Vve Fon a:
AN v) = (2, — T1(2) — Too — AU+ T1 (o + AV), Ty — Too — Av) >0
et en développant on obtient
AN v) = (@ — T1(x0), T — Too — AV) — (Too + A0 — T1 (2o + AV), Ty — Too — Av) > 0.
Or

o (v, —T(xy), Ty — Too — \U) = (x, — T1(x,), = V) + (2, — T1 (), Tn — Too). Comme
z, — Ti(x,) — z et que (T1(z,)) est bornée alors (x,,) est bornée donc

<xn - T1<xn)7xn - xoo> - <xn - Tl(xn) — Z2,Tn — xoo> + <Z7xn - xoo>

<llwn—T1 (@n)—2].M —0

ie. (x, —Ti(n), Tn — Too) — 0.
On a aussi (z, — T1(z,), —Av) — (2, —Av) par continuité du produit scalaire.

@ (oo + A —T1(Too +AV), Ty — Lo — AV) — (Too + AV — T (2o + Av), —Av) (convergence
faible de (z,)).

En passant a la limite sur n on a donc
AN, v) = —(2, A\0) + (Too + A0 — T1(Too + AV), Av) >0

dou VA € R, Vv € E, Mo + Ao — T (2o + Av) — 2,0) > 0.
Si A > 0 alors on simplifie par A, (oo + Av — T1(Zoo + M) — 2z,v) > 0 et, en passant a
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la limite quand A — 0, par continuité de 77, on obtient (x., — T1(2) — z,v) > 0. En
prenant v = —Zo, + 711 (Too) +2 on arrive A ||Tog — T1(700) — 2]]2 < 0 donc xo — T1 (T0o) = 2.

On prend 77 = T o P qui est une contraction de K.

e D’apres le 1.2 on sait qu’il existe (x,,), suite dans K, quasi-fixe pour 7.
e D’apres le IV.5 on peut extraire de cette suite une suite qui converge faiblement vers
ro € F.
Ti(xpm)) = T(xpm)) €t Tpm) — T1i(T4m)) — 0 donc, grace a la question précédente, on
sait que z9 = T o Pg(xo) € K. Finalement, comme zq € K alors Pg(zg) = x¢ donc
o = T(l’g)

. x — x — T(z) est continue donc F' est fermé (image réciproque de {0} par I'application

continue Id —T', non vide grace a la question précédente.
Montrons que F' est convexe :
Soit (z,y) € F, t €]0,1] et z =tx + (1 —t)y, on a

[z =yl = T(x) =T < [T(x) =TI+ T(z) = T

<o =zl +llz = yll = [lz =yl

On a égalité partout donc ||z —T(2)|| = ||z —z2]| et |T(z) —y|| = ||z —y||. On sait que si on
a égalité dans l'inégalité de Minkowski dans un espace de Hilbert alors les vecteurs sont
colinéaires donc dans un premier temps 7'(z) € [x,y]. On a donc T(z) = t'x+ (1 —t')y or
y—T(z)=t(y—x)ety—z=1t(y —x) dou, comme ||y — T(z)|| = ||y — z|| on en déduit
t=1tpuis T(z) = z.
Conclusion : F' est convexe.
Soit  un point fixe de T alors T'(T'(x)) = T'(z) = T(T"(x)) donc T"(z) est un point fixe
de T. On a donc T"(F') C F.

On applique alors le V.3 a K = F convexe, fermé borné et non vide, et T = T, il existe
2’ € F point fixe de T", 2’ est donc un point fixe commun a 7" et 7".



