Mathématiques A — X/ENS 2025 Corrigé

Math A — Concours X/ENS 2025 : Proposition de corrigé

Si vous repérez ce qui vous semble une erreur, n’hésitez pas a me contacter :
Y.Hamid : yahya67512900gmail.com

I. Questions préliminaires :

1. On a h est diagonalisable. Soit P € C[X] un polynéme scindé & racines simples annulant h
(par exemple p,).

Ona: P(h)=0 = P(hw) = 0, donc hy est annulé par un polynoéme scindé & racines
simples.

D’ou hyw est diagonalisable.

2.a) 1l suffit de montrer que pour tout k& € N, on a dim ker(M*) = dim ker((M’)*).
Par le théoréme du rang, cela revient & montrer que rg(M*) = rg((M’)F), ce qui est vrai car la

similitude ne modifie pas le rang (multiplication & gauche et & droite par des matrices inversibles).
Donc Vk € N on a o (M) = 0, (M)

2.b) Soit r € N*,
On a (en calculant les puissance de J; ) :

n—k sik<r-—1,
0 sik>r.

Vk e N*,  rang(JF) = { (I.1)

Donc d’apres le théoreme du rang on a :

r—(r—1)-=2r—-r)+0=1 sik=r,
VkeN*, §p(Jp) =< —(k—1)+2k—(k+1)=0 sik<r, (1.2)
—r4+2r—r=20 sik >

D’ou le résultat.

2.c) Soit M; et My deux matrices carrées de taille quelconque et Soit M = diag(My, Ms)

On pose:
o Pour tout entier r, T, = diag(1,..,1,0,..0) ou les 1 apparaissent r fois.
o rang(My) =11 et rang(Ma) = 1o

Par le théoréme équivalence des matrices, il existent P;, Q1, P, Q2 des matrices inversibles
(de tailles convenables) tel que :

{Ml = P1.T1.Q1
My = Py T:9.Q2

avec cette décomposition on a :

P o\(T, 0[O O
(G DE S
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Donc rang(M) = rang(Mi) + rang(Ma)

D’ou par théoréeme du rang again : dimKer(M) = dimKer (M) + dimKer(Ma)

En élevant a la puissance k les deux membres de (I.3) et en appliquant la premiére partie de la
question, on aura le résultat voulu. (par théoréme du rang une fois encore !)

II. Algebre linéaire sur les polynémes de Laurent

q
3.a) Soit F € C[X*!']. On pose Z fuXk.
k=—p

A

On a d’une part : {(II(F)) = II(X.II(F))

k=—p k=—p+1 k=—p+1
R q+1 -1
D'autre part : {(F) =II(X.F)=TI( > fraaX") = > fiaX"
k=—p+1 k=—p+1

Donc £(II(F)) = &(F)

Remarque : on pourrait utiliser la linéarité des deux application et les appliquer en les
polynoémes de Laurent.

3.b) Comme P — P(§)(F) et P+ II(PF) sont linéaires sur C[X], on tuilise maintenant la
base canonique de C[X].

Calculons &2 :

Soit F dans D, ona &3(F)=¢p(II(XF)) =£&(XF) = II(X2F)

Par récurrence simple, on montre que pour tout k € N* ¢¥(F) = II(XFF)

Et c’est vrai aussi pour k =0 car O(F)=F et I(X'F)=1I(F)=F

Donc pour tout k € N ¢¥(F) =II(X*F)

D’ou le résultat.

4) Soitn e N

On a

&:D—D
X o TI(X"F)

-1
Soit G € D de la forme G = Z g X"
k=—p
-1
On pose F = Z gpX "k eD
k=—p

On a bien X"F =G donc¢"(F)=0G

D’ou la surjectivité de £™

OnaKer((")={FeD|{(F)=0p}={FeD|X"FeKer(ll)} ={FeD|X"F e CX]}
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donc une base de Ker(¢") est (X™,...,X1)

5 Soit r € N*.
Montrons que D, = Vect(X " F)ocp<r1
Soit k € [|0,7 — 1|] et soit A un sous espace vectoriel de D tel que X" € A et {(D,) C D,
omaXTEA = FXT)=X"T"thc4
Donc Vect(X " F)gcpcr1 C A
D'ott Veet(X"*)ocp<p1 = D,

On en déduit immédiatement que la matrice de I’endomorphisme £p,. induit par £ sur D,
dans cette base est J,

III. Prolongements compatibles

6)a) Pour montrer que J est un idéal de C[X] on montre que :
o (J,+) est un sous groupe de C[X].
e V(P,Q) € (J,CX]) P.Q € J (car C[X] est commutatif)

La premiere découle de la stabilité par combinaison liniere de W'.
Pour la deuxiéme, si P € J, alors P(u)(v) € W, donc Yk € N v*(P(u)(v)) € W

Donc par linéarité de C[X] pour tout @ € C[X] (Q.P)(u)(v) € W

6)b) On a u est nilpotant, donc In € N tel que v =0
donc X™(u)(v) =0. D’ou X" € J (Notons ici que n est non nul car sinon id, = 0!)
Comme C[X] est principale alors 3P € C[X] tel que J =< P >
Or puisque X" € J alors P divise X"

Donc 3r € N tel que J =< X" > (Notons que 7 # 0 car sinon 1(u)(v) =v € W)

6)c) Enposant P=0€ C[X]onaW C W' Etpour P=1€C[X]etw=0€ WonaveW.

Soit x € W'. I(P,w) € C[X] x W tel que : x = P(u)(v) + w
On a u(w) € W.
On en déduit que, si 'on pose @ = X P € C[X], on a, par linéarité de u :

uw(z) = uo P(u)(v) + u(w) = Q(u)(v) + u(w) € W'.
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Donc u(W') C W’

6)d) Puisque & est surjectif de D vers D et 7 est & valeurs dans D, le résultat est immédiat.

6)e) Onaoyp=pouy
Donc par récurrence sur k € N :
VEeN, 8o =poul.
Donc par linéarité pour tout polynéme @ € C[X] on a : Q(&) o p = ¢ o Q(uw)
Maintenant supposons que P(u)(v) = w, donc P(u)(v) € W, cad P € J =< X" >
Donc il existe @ € C[X] tel que P = X"Q
On a donc ; p(w) = p(P(u)(v)) = p(Q(u)(w (1)) = Q(€)o(u"(v)) (notons que u”(v) € W)
Donc D’apres la question précédente :

pw) = Q&) 0 &'(Fy) = (X"Q)(E)(Fy) = P(E)(Fy)

6)f) (Question un peu technique)
- Montrons que ¢'(z) ne depend que de z.
Soit donc Pp, Py € C[X] et wi,wy € W tel que z = P (u)(v) + wi; = Pa(u)(v) + ws
Donc (P; — P2)(u)(v) + (w1 —w2) =0 ( On a bien (P — P2) € C[X] et (w1 — wa) € W)
Donc d’apres la question précédente (P — P2)(€)(Fy,) + p(w1 —wz) =0
Et par linéarité de ¢ on déduit que: Py (&)(Fy) + p(w1) = Pa(&)(Fy) + ¢(w2)
D’out ¢’ ne dépend pas des choix de P et w.
- Montrons maintenant que ¢ est la restriction de ¢’ a W
Soit w € W. On a: w=0(u)(v) +w donc ¢'(w) = 0(£)(Fy) + p(w) = p(w)
D’ou ¢ = ¢ sur W.
- Montrons que £ o ¢/ = ¢’ o uy
Soit z € W’ tel que x = P(u)(v) + w

On a d’une part :
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£ (@) = EPEO(R) + p(w)) = E(P(E) () + E(p(w)) = (XP)E)(F,) + plu(w))
Et d’autre part :
O (u(z)) = ¢ (XP)(u)(v) + u(w)) et on a bien XP € C[X] et u(w) € W par stabilité de u.
Done ¢/(u(x)) = (XP)(€)(F) + ¢(u(w))
D’ou I’égalité. On a montrer donc que ¢ est est un prolongement de ¢ & W’ compatible
avec U.
7) On est en dimension finie, donc le plus naturel est de raisonner par récurrence. Mais nous
procédons autrement.
Soit A ={W'sevdeV |W C W' ¢ se prolonge en ¢’ sur W’ compatible avec u}
Et soit B = {dim(W') | W’ € A}.
On a W € A, donc dim(W) € B, ceci implique que B # ()
Et B est clairement une partie de N majorée par dim (V) donc admet bien un maximum.
On pose donc r = maz(B), et W un sev de V ou le max est atteint.
Supposons par absurde que V # W', cad W’ C V. Soit donc v € V' tel que v' ¢ W’
Soit ¢’ un prolongement sur W’ compatible avec u
On pose donc : W~ = {P(u)(v') +w | P € C[X] et w € W'}.
On a bien W/ C W' puisque v’ € W alors que v/ ¢ W'
Donc d’apres ce qui précede, ¢’ admet un prolongement sur W~ ¢ compatible avec w.
C’est en particulier un prolongement de ¢ compatible avec u. donc W~ € A.
Par contre : dim(W') =r < dim(W") ce qui est absurde.

Donc V = W' ce qui achéve la démonstration.

IV. Théoréme de décomposition pour les endomorphismes nilpotents

n—1
8)a) Soit (ag,..,an_1) € C" tel que Y. apuF(vy) = 0. En composant par u"~! ’égalité on
k=0
obtient que ag = 0 car v !(vg) # 0 . On continue donc par récurrence finie en composant &
chaque fois par u"~* pour annuler le coefficient a;_1 pour i € [|1,n — 1]]. Ceci implique que
B = (v, u(vp), ..,u" (vg)) est libre. Il est claire que vg € W = Vect(vg, u(vp), .., u" 1 (vg)). Et
la stabilité par u découle directement du fait que u est nilpotent d’indice n. Et on a MBat(uW) =

In
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8)b) Définissons ¢ sur W par I'image de chaque élément de B :

Vk € [|0,n — 1]], p(uF(vg)) = X*~". (Bien définie car k < n).

n—1 n—1
Siw= Y apuf(vg), w' = Y aluF(vg) € W tel que p(w) = p(w'), cad: p(w—w') =0
k=0 k=0

n—1

Donc Y (ay — a},)X*~™ =0, ceci implique par liberté de (X*~")g<r<n_1 que ax = aj, pour
k=0

tout k € [|0,n — 1|]. D’ou linjectivité.

Pour montrer que : {op = pouyy il suffit de montrer I’égalité sur la base B. Soit k € [|0,n—1|]

D’une part on a : &(p(uF(vg)) = £(XF)

o Pour k € [|0,n —2[] on a £(XF7) = Xk

e Pourk=n—1lonad(X" ") =¢1)=0

D’autre part : ¢ (uw (u*(v0))) = p(u* (vy)) :

« Pour k € [|0,n —2|] on a o(uF*t!(vy)) = Xk

e Pour k=n—1o0na ou" " (vy)) = p(u™(vg)) = ¢(0) =0

Ce qui achéve la démonstration.

8)c) Omn montre par récurrence surk € N :
Vk € N, fkogngoou‘l},.

Pour k =n on a £¥ 09 = 0 car u est nilpotent d’indice n. D’ott Im(z)) C Ker(£")

8)d) Soit x € Ker(v), alors ¥(u(z)) = £(¢(z)) = £(0) = 0. Donc u(Ker(y)) C Ker(v).
Siz e Ker(y) NW. Donc ¢Yw(z) = ¢(x) = 0. Par injectivité de ¢ ceci implique que x = 0.
Donc Ker(y) et W sont en somme directe.
Montrons que Ker(¢)® W =V
Soit € V. On a d’apres la question précédente Im(¢) C Ker(£").
Or d’apres la question 4), Ker(¢") = Vect(X* ™) o<k<n_1 = @(W). Donc ¢(x) € o(W).
Il existe donc z € W tel que ¥(x) = ¢(z) = ¢(z). Il en découle que = — z € Ker(v)).

On a montrer donc que V C Ker(y) @ W ce qui conclue la question.
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9) Existence.
On va montrer 'existence par récurrence sur la dimension de V'

Explicitons I’hypothese de récurrence pour tout entier £ > 1 :

H;. : "Pour tout espace vectoriel V' de dimension finie < k, si u est un endomorphisme
nilpotent de V alors il existe une base B de V, un entier naturel s et des entiers naturels non
nuls 71 > ... > 7, tel que Mf?t(u) =diag(Jry, ., Jr,)"

Pour k£ =1 rien & démontrer.
Soit k£ un entier > 1. Supposons H.
Soit V un ev de dimension k + 1 et u endomorphisme de V nilpotent d’indice n.

Si dim(V) = n alors pour s = 1 et 71 = n et B = (vg, u(vg), .., u" *(vp)) avec vg € V tel que
u"1(vg) # 0 on aura MBat(u) = Jn.

Si dim(V') > n alors en posant 1) comme défini précédemment on a Ker(1) un sous espace
vectoriel (non trivial) de V' stable par u (on a bien u|ger(y) est nilpotent). On applique donc
I’hypothése de récurrence sur Ker(1) : Il existe une base B de Ker(v), un entier naturel p et
des entiers naturels non nuls 7 > ... > 7, tel que Méa't(u\Ker(w)) = diag(Jyy, .., Jr,)-

Or V = Ker(y)) @ W, donc en concaténant B et (vo,u(vo),..,u" *(vg)) (qui est une base
de W) on aura une base de V' dans laquelle Méit(’u,) = diag(Jyy, ..., Jr,, Jn). En permutant les

blocs de jordan de la matrice Méit(’u,) de sort que leurs tailles soient décroissantes, et en posant

s = p+ 1 on obtient le résultat. (changement de base). ce qui achéve I’hérédité.

10) Supposons que MBat(u) = diag(Jyy, ..., Jr,, ) €t l\/llgz}t(u) = diag(Jy/, ..., Jrg2) sont deux écri-

ture matricielle de u comme défini précédemment.

Puisque les deux matrices sont semblables alors ils ont le méme rang.
S1 S2

Donc : rang(Mélt(u)) = Tang(l\/llgz/it(u)) = Y (rp—1)= > (r,—1).
k=1 k=1

Donc dim(V) — s1 = dim(V') — s3. D’olt 51 = s3 = s.

D’apres la question 2, on a pour tout entier non nul £ :
ok (diag(Jyy, -, JT51)) = 5k(diag(<]r/1, . JT/S1 )), donc ; 5k(t]rl) = > 0(Jp).

i=1 ¢

Ceci implique d’apres 2)b) que le nombre de bloc de taille k dans les deux matrices est égale,

ceci pour tout k donc (rq,..,75) = (], ..,7.) (les éléments sont ordonnés)

V. Version « graduée » du théoréme de décomposition

11)a) X% — 1 est un polyndéme scindé & racine simple dans C[X] annulant h, donc h est
diagonalisable.
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11)b  Soit z € Vj, On a h(u(z)) = Cu(h(z)) = Cu(¢?z) = ¢"lu(z). Donc u(z) € Vji1.

Do u(Vj) € Vyar.

11)c Soit k un entier relatif. Notons d’abord qu'un sous-espace propre de h est I'un des Vj
(éventuellement on peut avoir des V; = {0}). donc puisque h est diagonalisable alors on a :

V=85

Donc il suffit de calculer h* o u o h=* sur chaque V.
Soit donc x € Vj. On a h(z) = /.
o Sik >0, alors h*(x) = (/*2 (par récurrence)
e Sik<—1,donch *(z)= (%2, alors x = (~7*h¥(z) impliquant h*(z) = (*z.
Rappelons que u(x) € Vjiq.
h* owo h™*(x) = h* o u(¢7I*x) = ¢TIFM(u(x)) = (IR U Ru(z) = CFu(e)
Donc :

Vk €Z, hFouoh™ = (Fu

Soit [ un entier naturel. Ona : hou!oh™' = (houoh™ Y = (Cu)! = ¢!

12)a p est le projecteur sur W parallélement a W’. Or puisque u stabilise W et W', la
commutativité est évidente.

12)b On a pour tout k € [|0, N —1]] :

N-1
R opoh (V) C h*op(V) C R¥(W) C W. Donc & > hFopoh (V) C W.
k=0

D’ou Im(p) C W.

Soit w € W.
N-1 N-1 N-1

On a p(w) = % S hFopoh™F(w) = % S RE(h R (w)) = % S w=w (car ¥ (w) € W).
k=0 k=0 k=0

D’ou p(w) = w

12)c On a bien que p est une application linéaire sur V. Calculons p?

On a: p? Ni i E Fopoh™ohiopoh™ =
k=0

—1N-1
E S hFopoh™Fiopoh™?
k=0 =0

.

N—1N-1 _
Donc p? = 5z Z Z Foh Ftiopoh™ = i Z

'M? 2\~

Il
=)

1. . N N1 .
hlopohfl:W ‘X:Ohlopohfl:ﬁ
1=

Donc p est un projecteur. On a alors Im(p) = Ker(ﬁ —idy)
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Or d’apres 12)b) on a Im(p) C W et W C Ker(p — idy).

Donc on a Im(p) CW C Ker(p —idy) = Im(p). D’ou Im(p) =W

12)d Soit k € [|0, N — 1]].
Ona:uohfopoh™®=¢FohkFouopoh™. Or p et u commutent.
Doncuohfopoh™ =(¢FohFopouoh™ =(¢**ohkopoh™ou
Donc en appliquant la somme on a bien uop =pou.

Maintenant ho h¥ opo h™F = hktlopo =kt o p

N
Donc hop = 4 (z RF+1 o po h=(+D) o :%(thopoh_k)oh

2\

Ainsihoﬁ—ﬁ/b/e*p/ﬁﬁ—l—/o»p'o/h’(ﬁ—i— Z h*opoh™®)oh=poh

12)e p commute avec u et h, alors Ker(p) est stable par u et h. Or puisque p est un projecteur
alors Ker(p) et Im(p) = W sont supplémentaire.

13)a Supposons que pour tout vecteur propre v de h on a u" (v) = 0. Alors u"~! est nul
sur chaque sous espace propre de h qui est diagonalisable. Donc u” ! = 0. Ce qui est absurde.
Donc un tel vecteur existe.

13)b  On démontre le résultat voulu par récurrence sur la dimension.

Si V est de dimension 1, alors I'endomorphisme nilpotent u est nul (donc de matrice J;
dans toute base) et la matrice de h dans toute base est d’ordre 1, donc diagonale, son unique
coefficient est (¥ avec k € [|0, N — 1|]. Cela initialise la récurrence.

Soit k£ € N*. Supposons le résultat vrai pour tout espace vectoriel V' de dimension < k et
tous endomorphismes u et h de V' vérifiant les propriétés de cette partie.

Soit V' un espace vectoriel de dimension k + 1, et soient u et h vérifiant les propriétés de
cette partie. Soit n 'indice de nilpotence de wu.
Soitt v, un vecteur propre de h, tel que u™”~!(v) # 0 (il en existe par la question précédente),
et on pose
W = Vect((v, u(v), ..., u" " (v))).

Par la question 8.(a), c’est un sous-espace stable par u, et la matrice de uy dans la base
(v,u(v),...,u""(v)) est Jy.
De plus, comme v est un vecteur propre de h, et que les valeurs propres de h sont de la forme
(*aveca € [|0,N—1|] ,ona:
h(v) = (*v.
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On en déduit, par la deuxieme identité de la question :

Ve e (|0, N —1[],  h(u’(v)) = (u(h(v)) = ("u’(¢M0) = (“TFul(v).

Donc W est stable par h, et la matrice de hyy relativement & la base (v, u(v),...,u" 1 (v)) est :
0 - 0
0 ¢oftt ... 0
: : .. : = Dna-
6 0 . Ca+.n71

Si n = dim(V), alors le résultat est démontré pour u et h.

Sinon, on introduit un supplémentaire W’ de W dans V, stable par u et h, dont I’existence
a été établie dans la question 12. Il est non trivial, puisque c’est le cas de W, et la stabilité par
u et h assure qu’on peut appliquer I’hypotheése de récurrence aux endomorphismes wuy+ et hyy
de W', qui vérifient les mémes propriétés que u et h. On en déduit I'existence d’une base B de

W’ telle que les matrices de uy et hy dans cette base soient respectivement diag(Jy,, ..., Jr,)
et diag(Dy a1s-- -, Dr,q,) pour des 7; et a; adéquats.
En concaténant (v, u(v),...,u" 1(v)) et B, on obtient une base de V dans laquelle les ma-

trices de u et h sont respectivement :
diag(Jn, Jris ..., Jr,) et diag(Dna, Driars-- - Drgas)-

Cela donne I’hérédité.

14)a) D’apres 11)b), on a :
u? (V1) € u?(Va) € u(Vs) € Vi =V = {0}.

On en déduit que ufvl est nul, et de méme pour V5 et V3.
Comme Vi & Vo @ V3 =V car h est diagonalisable, on en déduit que : u® = 0.

14)b) On a ¢ = €*7/* = i. Nous cherchons pour u et h des endomorphismes dont les matrices
dans une base donnée sont diag(J,,,...,J,,) et diag(Dy, a;,- .., Dr,q,) respectivement, avec
les a; € {1,3} (1 n’est pas valeur propre de h). Le fait que u® soit nul impose de prendre
des blocs de taille au plus 3, puisque max(ry,...,rs) est 'indice de nilpotence de u. Ainsi les
types possibles sont dans {1,3}2. Or, tous les couples de {1,3}? ne se réalisent pas, & cause de
I'inclusion : u(V3) C V4 = {0} : ceci impose que si i3 apparait sur la diagonale de D, q,, la
colonne correspondante de J,; doit étre nulle. Or, la seule colonne nulle de .J,, est sa derniere,
donc si i3 apparait sur la diagonale de D, 4,, alors il doit étre son dernier coefficient diagonal.
Les couples réalisant ceci sont :

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1).

Réciproquement, tous ces types peuvent se réaliser. Il suffit en effet de prendre pour (u,h)
les endomorphismes représentant canoniquement les matrices suivantes (on ne donne des exem-
ples qu’en petite dimension ; mais en dimension quelconque, il suffit de prendre des matrices
diagonales par blocs dont les blocs sont ceux ci-dessous) :

(<o>,<z'>),(<o>,<z'2>),(<o>,<z‘3>),((‘f 8)(0 %))((‘f 8)(0 2))

Ces couples vérifient bien les hypotheses h* = idy et houo h™! = ju.

S = O
= o O
oS O O
S O =

10

@)

.
[\

o

]

[ R )
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14)c) (c) On remarque que pour les six types de la question précédente, les différentes dimen-
sions se lisent matriciellement. En posant n(r,a) le nombre de couples de type (r,a) dans la
réduction ci-avant, et ce pour tout (r,a), on a les relations suivantes :

- La dimension de V; est la somme des couples de type (1,1), (2,1), et (3,1), soit :
dim(V1) =n(1,1) + n(2,1) +n(3,1).
- La dimension de V3 est la somme des couples de type (1,2), (2,1), (2,2), et (3,1), soit :
dim(V2) = n(1,2) + n(2,1) + n(2,2) + n(3,1).
- La dimension de V3 est la somme des couples de type (1,3), (2,2), et (3,1), soit :
dim(V3) = n(1,3) + n(2,2) +n(3,1).
- r1 est le nombre de couples de type (2,1) et (3,1), soit :
r=n(2,1) +n(3,1).
- T2 est le nombre de couples de type (2,2) et (3,1), soit :
ro =n(2,2) +n(3,1).
- 121 est le nombre de couples de type (3,1), soit :
ro1 =n(3,1).
En résolvant ce systéme linéaire vérifié par les n(r,a), on obtient apres calculs :
n(l,1) = dim(Vy) — 7y,
n(1,2) =dim(Va) —r1 —ro + a1,
n(1,3) = dim(V3) — 7o,
n(2,1) =r; —ro1,
n(2,2) =ry —ro1,

n(3,1) =ra1,

d’ou le résultat.

VI. Classification des couples de matrices rectangulaires

15 On procede par implications circulaires.
-(i) = (i1):

Par définition de I’équivalence simultanée.

-(47) implique (7i7):

Supposons l'existence de P € GL,,(C) et Q € GL,(C) telles que A’ = QAP ! et B’ =
PBQ ' Ona:

Mar v — (Omn T\ (A" On\ _ (O I Q 0,\[A 0,\ (P71 0,
AB =\ L Opm) \Om B\ L 0pm)\Om P)\O, B)\O, Q')

11
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Donc :

Ainsi :

P Ompn
On,m Q
son déterminant est det(P)det(Q) # 0. Les égalités ci-dessus démontrent que I'on a My g =
RM A, BR_l.

De plus :

P 0 I, 0 Pt 0 PPt 0
RHR—l — m,n m m,n nEn _ m,nf _ H,
(On,m Q ) <0n,m _In> <0n,m Q 1) ( On,m _QQ 1)

donc (#7) implique bien (#ii).

Posons alors :R = , qui est bien carrée d’ordre m + n et inversible puisque

-(471) implique (4):

11 suffit de montrer que (#i¢) implique (i7)
Supposons qu'il existe R € GLyy4n(C) telle que My pr = ]%]\4,47]3]%_1 et H = RHR™'.

L’implication précédente indique que R devrait étre diagonale par blocs, ce que nous allons
commencer par démontrer. Notons :
P T
R =
<S Q) ’

avec P € M,(C), Q € M, (C), T € My, ,(C) et S € M, ,,(C). On a :

HR = RH, ce qu'on peut réécrire ainsi : (—PS _TQ> = (g :£> )

d'ouT = —-T, et S=—5. Ceci implique la nullité des matrices T et S, donc :
P 0
R = e
<0n,m Q )

L’inversibilité de R implique celle de P et @, puisque det(P)det(Q)) = det(R) # 0. On a en

outre :
P10
R = -
<0n,m Q 1)

L’égalité My pr = RM 4, pR™! équivaut alors, par identification des blocs, & :
A'=QAP™', B =PBQ '

Cela démontre que (i7i) implique (i7) et donc impliquant (7).

12
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16)a) Ona: H?=I,.n, et HMH~! = —M. En élevant la relation précédente & la puissance
k, on en déduit :
VkeN, HMFH™'=(HMH ) = (-M)*.

Les applications linéaires P — HP(M)H ™! et P+ P(—M) coincident sur {X*},ecn qui engen-
dre C[X], donc elles sont égales :

VP e C[X], HP(M)H '=P(-M).

16)b) Soit x € C*. On a:

Im O o (I 0w (2L =B Oum)  (#In—B  Opm
(1/x I, )(xIern M) = (1/1‘ I, > ( —A x]n> a ( Om.n xIn—A>

Donc :
1 1
det(I,,) det(I)x () = det(z1,,) det (ﬂn - xAB) = 2™ - dot (:Czln - AB) .

Autrement dit :
xum(z) = 2™ "xap(z?).

Quitte a multiplier par ™™, nous avons une égalité polynomiale valable en une infinité de
nombres complexes, donc ’égalité est dans C(X) . On a démontré :

X" = xap(X?).

Comme le membre de droite est un polynome pair, si A est une racine d’ordre k de xy45(X?),
alors —\ l’est aussi. Il en est de méme pour les racines de x s, ou il faut simplement traiter le
cas A = 0 a part & cause du facteur X"~ ". Mais dans ce cas, A = —\, et il est donc trivial que
A et —\ sont racines de méme ordre de multiplicité.

D’ou le résultat, puisque les racines de x s sont les valeurs propres de M.

16)c) Soit xm(X) = X"Q(X) ou Q(0) # 0.
D’apres le théoreme de décomposition des noyaux, puisque X" et (X ) sont premiers entre
eux (car Q(0) #0), on a :

ker(xar(M)) = ker(M"Q(M)) = ker(M") @ ker(Q(M)).

Or xp (M) =0, donc ker(xp(M)) = C™*". Ainsi, C"™t" = ker(M") & ker(Q(M)).
Stablité par H:
Soit v € ker(M"), done M™v = 0. Ona HM"H~" = (—1)"M", donc M"H = (—1)" HM" et

M"(Hv) = H ((~1)"M"v) = (~1)"H(0) = 0.

Ainsi Hv € ker(M™) et ker(M") est stable par H.
Soit v € ker(Q(M)), donc Q(M)v =0. Ona HQ(M)H ! = Q(—M). Donc

Q(—M)(Hv) = (HQ(M)H—l) (Hv) = HQ(M)v = H(0) = 0.
On sait que Q(X) = (—=1)P*"Q(—X). Donc Q(M) = (—1)PT"Q(—M) et
QUM)(Hv) = (—1)77Q(~M)(Hu) = (—1)70 = 0.
Ainsi Hv € ker(Q(M)) et ker(Q(M)) est stable par H.

13
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17) Nous allons appliquer le théoréme de décomposition graduée. Comme H? = I,,, et :

2im

HMH = _M=e2M

avec M nilpotente, on peut appliquer ce théoreme avec N = 2. Dans une méme base convenable,
les applications X — M X et X — HX ont respectivement pour matrices :

diag(Jyy, ..., Jr,), et diag(Dr a1s---sDr,ay),

avec r1,...,rs et aj,...,as € {0,1} des entiers convenables. Les coefficients diagonaux sont une
alternance de —1 et de 1 (commencant par —1 si a; = 1, et par 1 si a; = 0).

Pour obtenir la décomposition de 1’énoncé, nous allons faire un changement de base qui
regroupe les 1 et les —1. Pour alléger la rédaction, nous nous contenterons de réduire simul-
tanément J, et D, 1 avec n un entier naturel non nul : nous indiquerons brievement comment
traiter le cas de J,, et D,, o, puis conviendrons que la réduction des matrices diagonales par blocs
en découle immédiatement.

Soit B = (e1,...,ey) la base canonique de C". Supposons d’abord que n est pair, de la
forme n = 2r avec r un entier non nul. Considérons la famille :

F= (62, ey €2p,€1, .. .,627",1).

C’est une base de C™, puisque nous n’avons fait que permuter les vecteurs de B. On a, par
définition de D,y :

Vi € {1, . ,’I”}, Dn,1(€2i) = 1, Dn71(62i_1) = —1.

Si 'on note P la matrice de passage de B dans F' on aura:

o Ir 07" -1
Dy =P (07« —L~> pt

On a ici s = r (qui vérifie bien sir |r — s| < 1). De plus :

Vi € {1,. . .,7"}, Jn(ezi) =

€2i+1 sit < T,
{ In(€2i—1) = €.

0 sit=r,

La formule du changement de base donne donc :
o Or BO -1
e

avec !

Ag=J,, Bo=1I:

D’otu le résultat pour J, et D,, 1 lorsque n est pair.
Supposons a présent que n est impair, de la forme n = 2r 4+ 1 avec r entier naturel. On
considere cette fois-ci la base :

F = (e, ...,ea,€1,...,€2041).

Le méme calcul donne :

I 0
Dpi=P|(. " o) pl
™l <Or+1,r _Ir+1

14
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De plus :

. . ey sit<r41,
Vie{l,...,r}, Jn(ex) =e241, Vie{l,...,r+1}, Jp(e2i—1) = { 2

0 sit=1r-+1.

La formule du changement de base donne donc :

J. =P (07’ Bo ) Pl

Ao Orpq
avec :
0 0 1 10 0 0
o 01 ... 00
Ag= |- o) e Mr+1,7"((c)7 Bo=1. . . - Mr7r+1(C)-
0 ... 01 o T
0 0 0 00 ... 10

D’ou le résultat en posant cette fois-ci s =r + 1.

On procede de la méme maniere D, o

18)a) Omna:
BA 0
]\4’2 — < m,n)
Opm AB )’

det(AB)det(BA) = det(Ms) # 0.

donc :

On en déduit que les matrices AB et BA sont inversibles et donc de rang maximal, n dans le

premier cas et m dans le second.
Or:

rang(AB) < min(rang(A),rang(B)), rang(BA) < min(rang(A),rang(B)).

Si par exemple n < m, alors A et B sont de rang au plus n, et donc la deuxiéme inégalité donne
m < n, ce qui est absurde. C’est la premiere inégalité qui fournit une contradiction si m < n,
d’ou I’égalité m = n.

Donc A et B sont inversibles puisque : det(A) det(B) = det(AB) # 0.

18)b) Cette question est laissée au lecteur
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