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Premiere partie

1. La matrice A = (
X2 -

(a)

(b)

(©

1
1

2. Donc ++/2 sont des valeurs propres de A.

_11 ) € S, (Q), son polyndme caracteristique est

Comme xy = X?—Tr(M)X +detM et M € S(Q), alors
Tr (M), det M sont dans Q. Et Comme +/3 est valeur propre de

M, alors xum (\@) = 0, donc 3 — Tr (M) V3 +detM = 0. Donc

Tr (M) /3 € Q, et comme /3 ¢ Q et ce dernier est un corps, alors
Tr (M) = 0 et par suite det M = —3. Donc xp; = X> — 3

Sin est congrua 0 ou a 1 modulo 3, alors n? aussi, et si 1 est congru a

2 modulo 3, alors 12 est congru a 22 = 3 + 1 modulo 3, donc congru
a 1 modulo 3. Donc dans tous les cas 12 est congru a 0 ou a 1 modulo
3.

Remarquons au passage qu’il y’a équivalence entre que n? est congru
aletnestcongrua0

Raisonnons par l'absurde et supposons qu’il existe un triplet
(x,y,z) € Z° premiers entre eux dans leur ensemble tel que x* +
y?> = 3z% (1). Donc x* + y* = 0 [3] ; or d’apres ce qui précede, on

x> =0[3] y?> = 03] ’

x* =0/3] N

a ou et ou . Donc 2_0[3] donc d’apres
2 =1[3] 2 =1[3] ¥ =

x=0[3]
y =03
tiple de 9, donc leur somme x2 + y? aussi. Donc d’apres I'égalité (1),
3z% est multiple de 9, donc , donc z? = 0 [3], donc toujours d’apres la
méme remarque z = 0 [3]. Donc 3 est un diviseur commun de x, y, z ;
et ceci contredit I'hypothése qu’ils sont premiers entre eux dans leur
ensemble. D’ot1 le résultat.

Comme M € S, (Q) etdetM = —3 et TrM = 0, alors 3 (a, 3) € Q?
tel que M = < g _B‘X ) et a> + B> = 3. Soit alors (p,q,1,5) €

Z x N* x Z x N* tel que
Li-

la remarque faite auparavant, { , donc x? et y? sont mul-

@8NS I

(a)

(b)

Donc en remplacant dans 1'égalité précédente et en multipliant par

g%s?, il vient p?s® + r2g?> = 34°s® et en divisant par d2, ot d =
_ s
pgcd (ps,rq,qs), on obtient x> + y*> = 3z%, o1 { y = fo etx,y,z

S

d
sont des entiers tels que p ged (x,y,z) = 1.

Ce qui contredie le résultat du 2c.
On conclue donc qu’il n’existe pas de M € S, (Q) dont /3 est valeur
propre.

La matrice B = ( ;: 7’;‘
a coefficients dans Q, alors B aussi, d’autre part, comme BT =
AT I,
(% )

calcul matriciel par blocs, on obtient

Bz__( A2+ 1, 0 )

) répond. En effet, puisque A est

= B puisque A est symétrique. D’autre part, par

0 A2+ 1,

+1) I, 0
(5] 0) (q+1)1n>:(q+1)12n

Raisonnons par récurrence sur d.

Or A2 = g1, donc B = (

* Le résultat est immédiat pour d = 1, il suffit de prendre n = 1 et
M, = 1.
* Soit d > 1 et supposons l'éxistence de n € N* et des matrices
M}, ..., My € S, (Q) qui commutent deux a deux telles que M;? =
M, 0

S
0 M

> . Alors d’apres

kI, pour tout entier 1 < k < d. Et notons My = (

M I
Szn((@)pourlgkgdethH:( d y

In *Md
3a, M1 € 52, (Q) et M§+1 = (d+1) I;,. D’autre part, on vérifie
que pour 1 < k < d les M commutent deux & deux puisque les M;
commutent deux a deux et compte tenu du fait que M) commute
avec les M,’c pour 1 < k < d, alors par simple vérification, M1
commute avec les My pour tout 1 < k < d. Donc la récurrence st
achevée.
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(c) Notons pour 1 < i < d,q; = % et appliquons le résultat du 3b a
I'entier N = max (1, ..., 74,51, ..-,54,d), alors il existe n € N* et des
matrices Ay, ..., AN € S; (Q) qui commutent deux & deux et telles
que A]% = kI, pour 1 < k < N. En particulier les Ay sont inversibles
et Ak_1 = lAk. On pose alors pour 1 < k < d, My = A,k.AS;1 ou
encore M = %Ark.Ask € M, (Q). Puisque le commutant d’une
matrice est une algebre et les A; commutent deux a deux, alors on
vérifie que les My = iArk'ASk commutent deux a deux.

D’autre part, puisque les A; commutent deux a deux et sont
symétriques, alors on montre que les M; = %Ark.Ask sont
symétriques symétriques. Et par cnmutation des matrices A;, et As,,

on a
M2 — 1A2 A2
k™ 24 s
Sk

1

= L (et et
k

_ Lkln

Sk

JicIn

D’ot le résultat.

(a) V2 ¢ Q. En effet, raisonnons par l'absurde et supposons v/2 € Q et
soit (p,q) € Z x N*avec p A g = 1, tel que v/2 = %, donc gv/2 = p,
donc en élevant au cube, on obtient 24° = p?, donc q/p> et comme
pAq=1,alors pP> A\g = 1, donc g = 1; et en revenant a 1'égalité
précédente, il vient p3 = 2, donc p € N\ {0,1}, donc p > 2, donc
p® > 23 = 8 > 2. Ce qui est absurde. Donc v/2 ¢ Q. D’autre part,
siX e E% (M), alors MX = v/2X, donc (M3 - 21,1) X =0, donc le
polynéme X3 — 2 annulle M/E ¥z (M), donc son polyndme minimal
TTM/E 3,5(M) divise X3 — 2 dans Q [X] (puisque M est a cefficients ra-

2
tionnels ) ; mais X3 — 2 est irréductible dans Q [X] puisqu’il est de
degré 3 et n’a pas de racines rationnels ( ses racines complexes sont

V2,jV2,2V2)

De plus HM/E%(M) est unitaire de degré > 1,donc my/p B =
X3 —2. Or my JE 35(M) divise 7y et par Cayley-Hamilton 77 divise
2

xum- Donc par transitivité de la divisibilité, X> — 2 divise x.

(b) D’apres ce qui précede, X3 — 2 divise xp. Or comme M est
symétrique réelle, alors xu est scindé sur R, donc X3 — 2 est aussi
scindé sur R. Ce qui est absurde, puisqu’on a vu que ses récines
sont v/2,jV/?2,j?v/2. On conclut donc qu’il n’ya pas de matrice
symétrique a coefficients dans Q ayant v/2 comme valeur propre.

5. Notons P la matrice compagne du polyndme X" — 1 qui est aussi la

matrice du cycle (1,...,n), c’est donc une matrice orthogonale a coeffi-

cients rationnels, dont le polynéme caractéristique est X" — 1. En par-
ticulier e’ en est une valeur propre ; et si on pose M = % (P+PT),
alors M € S, (Q) et cos (27") en est une valeur propre. en effet, soit X €
C"\ {0} tel que PX = e’ X, alors P~1X = ¢~ X, donc PTX = ¢~ "X,
donc

— 2 ; 4
ou encore MX = cos (%) .X, donc par passage aux conjugué et
compte tenu du fait que M est a coefficients rationnels, il vient MX =

cos (27") .X, donc en posant X; = ReX et X, = ImX, on obtient
MX; = cos (27”) X1 et MX, = cos (27”) X etde plus (X1, X2) # (0,0)

et X1, Xp sont dans R". Donc cos (2”) est valeur propre de M.

n
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6. Ona

Q(X) :XdP(

1

X

)

= Xx* i4—[71_161i

d—1
=1+ a X4k
k=0

=1+

d—1

z ﬂkxd_k

k=0
d

=1+ Y ag ;X
k=1

=1+4a;1X~+...+a; X1 +a9X?

D’ot1 la premiere égalité.

d
D’autre part, P (X) = I_I (X — A;) ,donc

=1

D’oti la deuxieme égalitée.

>

>

>

>
Ry

[

U

QU

o [ s EN o
RS
—_
<>
>

W
Il
—

U

~~
==
I
=
N

(1-AX)

7. Par simple calcul, on a pour tout x € R,

_ Q)
F =90
d d
jZl (—Aj) Il:ll (1 — Aix)
i#]
- d
ZI:ll (1 — )\l-x)
d
I_l (1 — A,'x)
d 1)
= (_}\f) d
=1 (1—Aix)
i=1
_e__ A
o = 1-— A]'x
Donc Vx € R\ (Rﬁ {Ali,l <i< d}),
d A
F0=3 -

Mais P (0) = a9 # 0, donc 0 n’est pas racine de P, donc les A; sont tous
1

non nuls. Etsi j € [[1,d]], alors pour tout |x| < g ona
j

1 +o00

= Ax)"
1—ij TIZO(] )
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Eten notant r = 1@12{ (m),alors Vx € |—r,r[et Or Q(x) = S ag_xk, et ott on a posé ay = 1et Q(x) =
\]\ ] k:0
d d
) 1 +00 y kag_x*1 = 5 (n+1)ay_,_1x". Donc par produit de Cauchy
Yiel[[1,4d]], Tz Z ()\jx)" k=1 . n=1
] =0 sur les séries entiéres, on a
Donc Vx € |—r1,7[, +00 +00
. . Vx €]—rr[,Q(x) z (=Nyy1)x" = XCHx"
_ AJ - _ Jrzoo}\n_Hxn n=0 n=0
S5 1-Ax Zl = 2
= J=ANEE oupourtoutn <d,cn = § (—Nii1) 4 (n—)-
+o00 d k=0
=— < Z /\7“95”) Mais
n=0 \j=1 +00 d
gl U Vxe]-nr[,Q(x) Y (=Nup1)x" =Y (n+1)ag_p_1x"
= — Z )\] X n=0 n=1
n=0 \j=1

400
= — Z Nn+1x
n=0
+o0
Donc Vx € |—r,r[,f(x) = — 3 Ny41x". En particulier, on a Vn € N,
n=0

F7(0)

Nn+l = -

(a) Siles a; sont des rationnels, alors les polyndmes Q et Q" sont a coeffi-
/
cients rationnels, donc la fraction rationnelle % € Q (X), donc toutes

ses fractions dérivées successives sont dans Q (X), donc toutes les
fonctions dérivées succéssives de f : x — % exprimés en des ra-
tionnels, sont rationnels, en particulier, Vi € N, f(*) (0) € Q. Donc
Vn e NN, 1 =— f(n;,(m € Q.

(b) Supposons que Vi > 1,N, € Q. Or d’apres ce qui précéde, on a
Vx € |-r,7],

R o €
f(x) - nZONn—H - Q(x)

Donc

Vxe]-rr[,Q (x) = (EO (Nn+1)xn> Q(x)

n=0

Donc par unicité du développement en série entiere, on a Vn €

[[0, ],

n

kZO (=Nik+1) 84— (n—r) = (n+1)ag_p1 (%)

- Cette formule (*) pour n = 0, donne —N; = a;_1 et comme les N;
sont supposés ratyionnels, alors a;_1 € Q. soit maintenantn < d —1
et supposons 441, ...,44_y, sont dans Q, alors compte des rationnal-

n
ités des Nj, I'élément 5 (—Niy1) a4 (,—x) € Q donc par la formule
k=0

n
(), Bg—(n41) = %ﬂkzo (=Nkt1) 44— (n—k) € Q. On a donc montré par
récurrence que tous les a; sont dans Q.
(c) Découle de a) etb)

9. Soit N > 1, alors en utilisant les propriétés des sommes doubles, on a

S (as) = (2%”) (zﬁy)
(i,j)€l[1n]]x[[1,m]] i=1 j=1

et comme A,B sont a coefficients rationnels, alors d’apres le 8c,

n m
saN et 3 [j’;.\] sont rationnels, donc leur produit aussi, donc
i=1 j

j=1
el 2 [m] (ociﬁj)N € Q. Donc toujours d’apres le 8¢, le polynéme
i,j)€[[1n]]x[[1,m
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10.

n m
(X — ;3 ]-) est a coefficients rationnels. D’autre part, en utilisant la
i=17=1
formule du Bindme de Newton, et les propriétés des sommes doubles, on
apour tout N > 1, et

N
% (o6 + )" = % > Cheg By
(@ j)el[Ln]]x[[1,m]] (i,j)l[Ln]]x[[1,m]]k=0

-3 () (30)

Et compte tenue de I'hypothése A, B a coefficients rationnels et le ré-

n
sultat du 8¢, on a pour tout ¥ oc;‘ est rationnel et pour tout 0 < k < N,
i=1

m
> ﬁj.\] _k> est rationnel, et

moN—k : Sk (& k
S B ; est rationnel, donc kZOCN (.21“1') 2
— = j=

=1

par suite (o + B j)N € Q. On conclut donc que le polyn-
(@) el[Ln]]x[[t,m]]

2
3

Oome
1

(X —o;—f3 j) est a coefficients rationnel.
1

1

Soit A une valeur propre de M. Alors A est racine de son polyndme cara-
cteristique xp; ; mais comme M est symétrique réelle, alors ;s est scindé
sur R, donc toutes les racines de x; sont dans R et donc A est totalement
réel. Remarquons au passage que tout rationnel r est totalement réel (
Prendre P =X —r)

11. .

(a) Notons T I'ensemble des nombres totalement réel. On vérifie sans
peine que 7x C R et contient 1. Soit maintenant oy, 31 dans 7g,
alors quitte a diviser ses polyndmes par leur coefficients dominant,
on peut supposer l'existence de deux polyndmes unitaires A et B a
coefficients rationnels, tels que «; racine de A et toutes les racines de

A sont dans R et 31 racine de B et toutes les racines de B sont dans
n

[1(X =) et

i=1

R. Donc A et B s’écrivent sous la forme : A (X) =

3

B(X) =
j

(X — Bj) etotles & etles 3 sont dans R, alors en posant
1

12.

n m n m
I_l (X—(xi[g’j) et Q(X) = I_I I_I
i=17=1 i=17=1
d’apres le 9, ces deux polyndmes sont a coefficients rationnels, dont
toutes les racines sont réels et 1 31 racine de P et aq + 31 racine de
Q. Donc a4 31 et a1 + 31 sont dans 7. Donc ce dernier est stable par
somme et produit. D’autre part, Ty est stable par inverse, en effet soit
A € T\ {0} etsoit P € Q [X] unitaire, ayant A; pour racine et toutes
ses racines sont dans R, etnotons P = ag+ a1 X + ... + ad_le’l + x4
et A1, ..., Ay ses racines et Q (X) le polyndme réciproque de P, alors
d’apres le 6,

(X —a;—pBj), on a

d
QX) =11 -AX) =1+a, 1 X+ ..+ ;X" +aoX*
=1

En particulier Q € Q [X] et )\% est racine de Q et toutes les racines de

Q sont dans R. Donc + € Tg. On conclut donc que ce dernier est un
A q
sous-corps de R.

(b) Méme démarche que dans le a)

Notons oy = x et suppoons x totalement réel, alors il existe un polyndéme
A a coefficients rationnels, de la forme A (X) = (X — 1) ... (X — ), avec

d
les a; des réels, de plus on a d’apres le 8¢, Vn > 1, 3 of € Q. Notons

i=1
alors B le polyndme défini par B (X) = (X —a?) ... (X — a2), alors ses
2 _

racines sont toutes réels positives, af = x2 est racine de B, de plusvn > 1,

d d
5 (a?)" = ¥ a?" € Q, donc toujours d’apres le 8¢, B € Q [X]. Donc x?
’ i=1

est totalement positif. Réciproquement, supposons x? totalement positif,
alors il existe un polynéme P a coefficients rationnels, de la forme P (X) =
(X = B1)... (X—By), avec By = x? et les f3; des réels positifs. Donc si on
pose Q (X) = P (X?),ona
{ Qe Q[X]
Qx)=0

De plus Q est scindé sur R et ses racines sont £+/f3; réels. Donc x est
totalement réel.

13. .
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(a) Soit X = (x1,...,x7) € Q% et X # 0, alors compte tenues des pro-
priétes de t, on a succéssivement,

= XTsx

= z xx]-t(z"ﬂ')

<d

(xiszi+j)

B (X, X)

Il Il
M2
-
—
—
=
N
~
—
=
<0
N
.
~—
~—

Il
-~
VR (_\
//\

Or les x; étant des rationnels, donc totalement réels et z est supposé

d .
totalement réel, donc d’apres le 11a, S x;z' € R et donc par le 12,
=1
d o \2 l
X = ( Y xiz’) est totalement positif, donc d’apres 'hypothese faite
i=1
d 2
sur la fonction f, ¢ (( S xizl> ) > 0. D’autre part, toujours par
i=1

2
d .
hypothese sur ¢, I'inégalité est stricte puisque < > xiz’> # 0, en
i=1

2
effet raisonnons par 1’absurde et supposons ( S xizi) = 0, donc
i=1

. d .
S x;z = 0, donc z ( > xiz’1> = 0 et comme z est supposé non
i=1 ’
d i1 d—1 .
nul, alors ¥ x;z'~' = 0 ouencore ¥ x;;1z' = 0 ouencore P (z) =0
i=1 i=0

d—1
Z x;11X' et ce polyndme est a coefficients
%o

otton a posé, P (X) =

rationnels et de degré < d — 1, ce qui contredit la minimalité de d.

2
d .
Donc ( > x,-zl> # 0 et par suite
i=1

2
d .
B(X,X)=t (inzl> >0
i=1

(b) Soit X € ker S/Q?, alors X € Q4 et SX = 0, donc X' SX = 0, donc
d’apres le 13a, X = 0. Donc S considéré comme endomorphisme du
Q espace vectoriel de dimension finie Q“, est inversible, donc S est
inversible

14. Comme S est symétrique, alors on vérifie sans peine que B est bilinéaire

symétrique. De plus elle est positive, en effet soit X (x1,...,x7) € RY, al-
ors par densité de Q dans R, on a pour chaque 1 < 7 < d, il existe une suite
(7in), de rationnels qui converge vers x; et notons Xn = (ri,n, s Tdn) de
tel sorte que la suite (X)), converge vers X dans 1'espace vectoriel normé
de dimension finie RY. Et comme pour tout n, X, € Q“, alors d’apres le
13a, B (X, Xn) = 0; mais B étant une forme bilinéaire en dimension finie,
donc continue. D’out

B(X,X)= lim B(X,,X,) >0

n—+00

On déduit alors que S est symétrique positive, de plus elle est inversible,
donc ( classique ), elle est définie positive et donc B est définie positive.
C’est donc un produit scaalaire sur R,

15. ..

(a) On note C = (¢q, ..., £;) la base canonique de R4, alors comme dans
le procedé de Gramm-Scmidt, mais sans normaliser ( pour éviter
la racine carrée ), on pose e; = & et pour 2 < j < d, ¢ =

_ z B(gfek)

B(exex)
venﬁe que les e; sont dans Q7 et d’autre part, on vérifie aussi que
pour tout i # j, ona B (ej e ) = 0. Donc (e, ..., €;) est une famille
orthogonale de vecteurs non nuls donc elle est libre; C’est donc une
base de R?

.. Mais comme S est a coefficients dans Q, alors on
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(b) Notons C la base canonique de R et B la base (e1,...,en) et pour
1<i<d, q =B(e,e)etD = diag(qi,...,q4). Alors compte tenu
dul5a, D = mat (B, B) et S = mat (B, C). Donc d’apres la formule de
changement de bases pour les formes bilinéaires, S = PTD.P, avec
P la matrice de passage de la base C a la base B qui est inversible a
coefficients rationnels puisque les ¢; € Q.

16. On reconnait la matrice compagne du polynéme Z (X). Donc ( c’est

classique ) son polyndme caractéristique est Z (X)

17. ..

(a) Notons Ejy, ..., E; labase canonique de RY = M1 (R), alors la famille
des colonnes de M dans ’ordre, est

(Ez, ey Ed/ (ﬂo, veey ad*l))

D’autre part, pour 1 < i, j < d, le coefficient (SM); j se trouvant dans

la i¥™¢ ligne et /" colonne de SM est le produit

(£t (ZH) st (274) ) Epiasij £ d

(t (), (2, Lt (z”‘i))

(SM)i,j = {

Mais, compte tenue de la rationnalité des a; et par hypotheése faite

sij=d
ag—1
ou encore
E(ZH1) sij £ d

d—1

i+k+1
> at (zl+ )
k=0

sur la fonction ¢, on a

On a donc

i+j+1 ii
(SM)i,jZ{ ttéz Ity sij#£d

Zz’+l+d) sij=d
Ce qui prouve donc que SM est symétriue.
Ona SM = PTDPM et (SM)" = MTST = MTPTDP ; et comme
SM ests ymétrique, alors (PTDP)M = MT (PTDP). Or PTDP =

PTA.AP ot1on a posé A = diag (,/q1, ..., \/q4)- Et compte tenue de la
symétrie de la matrice diagonale,

(b)

PTA.AP = (AP)T (AP)
=RTR

Donc RTRM = MTRTR et en composant a gauche par (RT) !
puis par R~! a droite, on obtient RMR™! = (RT)71 MTRT. Mais
(RT)™" = (R"1". Donc RMR-! = (R-1)" MTRT = (RMR~1)".
D’ott RMR~lest symétrique.

18. On conserve les notations précédentes : A = diag (\/q1,...,\/q4) et
D = A% On a d’apres le résultat du 3, il existe n € N* et des matrices
Mjy, ..., M; dans S, (Q) qui commutent deux a deux et telles que pour tout
1<i<d, Mi2 = g;l,. En particulier les M; sont inversibles. Notons aussi

A = A(RMR ')A, alors A est symétrique puisque A est symétrique
car diagonale et RMR~! est symétrique d’apres le 17b ; d’autre part,
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comme R = AP, alors A = A(APMP'A™'Y)A = A’PMP~!. Mais
A? = D, P et M sont a coefficients dans Q, donc P~ ! aussi et donc leur
produit A2PMP~! aussi, par suite A € S; (Q). D’autre part, si on note

A =diag | D, ..., D |, alors il existe une matrice de permutations Q ( donc
N——
n fois

a coefficients dans Q ), telle que Q~'AQ = diag (q11y, ..., 441x) ou encore
puisque Q est orthogonale,

QTAQ = diag (q11n, ..., 9aln)
= diag (Mz,...,M§>
= (diag (My, ..., My))?
=N*(1)

avec N = diag (M, ..., My) qui est symétrique inversible & coefficients
dans Q et donc son inverse aussi, puisque les M; le sont. Et en posant

B =diag | A,...,A | qui est aussi symétrique a coefficients dans Q ainsi
N——
n fois
que son inverse, puisque D l'est, alors la matrice C = N-'QTBQN™!
répond a la question. En effet, elle a coefficients dans Q, car produit de
matrices a coefficients dans Q et comme N~! et B sont symétriques, alors
en prenant sa transposé, on vérifie que C est aussi symétrique. D’autre

part,

C=N"1Q"BON™!
—_N-! (QTBQ) N-!
_N! (QTBQ) N-L

or
B =diag | A, ..., A)
N’
n fois
= diag | A’PMP7, ..., AZPMP—1>
n fois
= diag | A?, ..., A2> diag (PMPl,..., PMPl)
N——
n fois n fois
= Adiag | PMP7, ..., PMP ™!
n fois
=AM’
avec
M’ = diag | PMP~1,.., PMP~!
n fois
Donc

c=nN"! (QT/\M’Q) N1
=N! (QT/\QQTM’Q) N~! car Q orthogonale
= N7 (N2Q"M'Q) N drapres I'=(1)
=NQ'"M'QN™!
= (1) (on )

Donc C est semblable a

M’ = diag (PMPl,..., PMPl)
n fois

dont le polyndme caractéristique est i, = Z". Or z est racine de Z, donc
z est valeur propre de C.



