MINES-I  PSI-2002

PREMIERE PARTIE

I-1. Rayon de convergence
a) Exemples :

0 Pourfy(t) =a, on au, =a" donc k(x) = Y a'x" = de rayon R =1
= 1-oax |0(|

a™x"
n!

O Pourf,(t) = at, on au, =% donc K(x) = >
. n=0

= exp(x) de rayon R =
O Pourf(t) =pt—1,on au, = (p— 1)(5— 1)...E— 1) =C;_1 (nul sip<n)
d 1
donc R(x) = "=(1+x)""derayon R
R0 =Y By = (149 yon R =0

b) Sif s'annule en un poilla(-“g U, est nul poun = k et Festun polyndme,doncR = . Sinon,on peut

appliquere criterede D'Alembert:

Un+1
u

n

= ‘f(i)‘ delimite |(0)], doncR = —— (= w si f(0) = 0).
i f(0)
(Cohérent avec les trois exemples du a))

1-2. Suite de terme général,

a) Il existe N tel que, pour 0x< % on aitf(x) > 0. Donc poun > N, on a% > 0. Dondlesu, ont
n

méme signe quey.; pourn > N.

b) Casi: So est tel quéf(0)| <da <1, alors poun assez gran l,Ju“” <a et (U,) tend vers 0.

n

Cas i : So est tel quéf(0)| >a > 1, alors poun assez granét‘—+1 >a et (Un) tend verso

n

I-3. Série de terme générall,

— NV = n Ao 8y = nfd 1 o148 04
Wh = In » In (un_1 (1 n) )=In f(n) +BIn(1 n) orf(n) 1 +n + O(r—12)
[ Wy = O—lz) terme général d'une série absolument convergente.

Wi + ... +W, = Inv, tend vers S =55 w, doncy, admet une limite L = exp(S) doog O Ln®.
n=1

I-4. Fonction F
a) La sériey un, X" estabsolumentonvergentesi et seulementi il enestde mémede § n® X est
n=0 n=0

absolumentconvergente.Les deux séries ont méme rayon de convergence.et le critere de
D'Alembertmontrepour la deuxiemequeR = 1. F estdéfinieenx = 1 si et seulemensi 3 < -1.En



ce qui concerne le cas= —1, il est nécessaire pour que F(-1) existefoa®. Si 3 < -1, la sérieest

absolument convergente et F(-1) existe. St f1< 0, on applique le critere des séries altern€gs a
n=0

Un (1) . u, estpositive,de limite nulle etdécroissantqauisqueuu—n = f(%) =1+ % + 0(%) <1 pourn
n-1

assez grand.
b) On a supposé précédemment hi@mitpositivesur[0,1] ce qui n'estpasnécessairemete casde
la fonctionf de I'exemple. Passons...

u, = (1 —a)(1 —%)...(1 —%) = (-1) @rlgdonc F :ngo @;‘_1@4)” = (1 -x)**de rayon 1.

DEUXIEME PARTIE
II-1. Propriétés de la fonction g

a) En 0g(x) —m—% D%@ = 0(x)

_[(*_1 _ .
Ia—#] fan(oo —de slino—(ln(3|n(m)) In(sinft)) — In(@) + In(g))

1 In sin(rm)
T T

b) G, _1 e exp(dat) exp(nt) dt = 1- 1 —exp(=(n+a)2m) _ 1- 1 — exp(+a2m)
2n 2m n+a 2m n+a
0

La convergence est simple vér€" par morceaux (Théorénu Dirichlet), saufen0 ol la limite est
la valeur moyenne dea gauche et a droite de 0O, s%ﬂ%ﬂl.
Précisément, en 0, on a alors :

1+ exp(=2tua) _
2

1 1-—exp(Ha2m . Z 0(1 —exp(+a2m)

2 2

=+ C+Cy,=
Zn 271 a i & a’—-n

En multipliant les deux membres par exp(), on obtient :

_sin(m) sin(a1) « 20(
cos
QTG) T Tt n=1 G —n
20
N a) ==
( ) T[nzl O( —n

c)|a=§]“g(t)dt=#] fTZdt

[

a
T[ Z #] —ﬁ dt (interversion possible car la série est a termes négatifs).
n=1
0
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[I-2. Convergence de la SUitEL(n)

On cherche lim |'| (1 ——z) JHS—OQ

n—>+00 k=1

TROISIEME PARTIE
[1I-1. Existence des fonctions G et G
G estla fonction . Existenceclassiqued montrer.¢.(t) tendverst™ €' en étantmajoréepar cette
derniere Le théorémede convergencelominéemontreque G,(x) tendversG(x) quandn tendvers
linfini.
[lI-2. Une expression de @x)
a) () =£ J-1(x+1) en intégrant par parties
n!
X(x+1)...(x+n)
b) Gy(X) = %] " pet (1 —%)” dt on posd = nu

0

Par récurrence,(X) =

X ! Xx—1 n - ! X
:n%] u (1) du—mn
I1I-3. Relation des compléments
_ n! x
G0 = i o). e "
a nl—x n|
61 = nLIToo 1-X2-=X)...n+1-x
_ n“nl n"~nl
GG = Im T D)..6 ) A-R@ =X+ 1%
= im n! n! n
n_,+oox(x+1) K+n) (1-x(2-X)...n—X) n+1-x
1 1 __ Tt

:n EToo X(X+ 1)(/2 + 1)...¢n + 1) (L —x)(1 —=%/2)...(1-%n) " sin(x)



