E3A 2009 MP : maths B
Corrigé :

Exercice I :

(=x)"
1) Pour x # 0 et n > 0, on pose u, = ‘ ona: Zml ﬂlxl donc lim Zr = |x].
3n+1 u, 3n+4 notee g
Par la régle de d'Alembert, R = 1.
: S H ! 3n 1
2) a) On a immédiatement : .[ t7"dt = .
0 3n+1

b) On fixe xe |- 1, 1[ et on pose alors : Ve [0, 1], f(¢) =

ppwe .Ona:Vte[0, 1], f(t) = f(—x)"ﬁ" .
X n=

Or: Vie[0, 1], |(=x)" 2" < |x[" et Z|x|n converge puisque |x| < 1.
Donc la série z (—=x)"t*" est normalement convergente sur le segment [0, 1], donc uniformément convergente

sur ce segment. Par théoréme, la convergence uniforme implique la convergence en moyenne.

Done: [ (2( x)"ﬁ"jdt = Z( x)" j " dt = ) % d'apres le a).

0

Dlou : [Vxe -1, 1[, 2( 2" = [

o 3n+1 0 1+ xt’
On calcule ensuite l'intégrale. Six=0,0ona: Z( »)
pr: 3n+1
Six#0, on pose a = {x etlon décompose 5 a'p en éléments simples.
+a't
Sachant que : 1 + a’t’= (I+at)(1—-at+ a’ tz), on obtient, apres calculs :
L1t 1 at2) 1t 1 (ak-1) 1 1
1+a’t®  3l+at 3l-at+a’t® 3l+at 6a l-at+a’t® 2 1, 3°
(at——)" +—
2 4
D'ol, en intégrant entre Oet 1 :
jl i . L (1+a)-i1n(1-a+ )+£[arctan(£(2a—l))+£
0 14 xt 3a 3a 3

Enfin, en remplacant a par \/; , on obtient :

Vxel-1, 11, Z( x)

1 \ 1 \ 2 V3 z
3\/;[1n(1+\/})-21n(1—\/}+x )+ /3 (arctan( ; (2a—1)) + 6)].

n

est une série alternée. La suite (

L. -1 L. .
3) La série z ; ) ) est décroissante et converge vers 0, donc, d'apres
n-+

3n+1

le critere spécial des séries alternées, z est convergente|.

3n+

n

Plus généralement, si xe [0, 1], la série z est alternée et converge d'apres le critere spécial des séries

3n+1
alternées. Donc le reste de cette série est majorée, en valeur absolue, par la valeur absolue de son premier terme.
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400 _ p n+l
Donc : VneN, Vxe [0, 11, R, = | 3 &2 PR NN Y STp——
S3p+1 T 3n+d T 3n+d 3n+4
Comme lim 3 =0, lim ||R,||l~ = 0 par le théoréme d'encadrement.
n—+oo n + n—+oo
Le reste de la série converge uniformément vers O sur [0, 1], donc la série converge z (3—x N uniformément
n-+
sur [0, 1]. Or, pour tout ne N, x —— ;_X)l est continue sur [0, 1]. Par théoréme, 1'application
n+

& (—x)" ) . Dol (=" &=y
X est continue sur [0, 1]. En particulier, lim = .

;3n+1 (0- 1] P izlnz_:;3n+l ;3n+1

1
33x

est continue sur ]0, 1] par propriétés des fonctions usuelles.

Comme : Vae]0, 1], 3% = !

“~3n+1 33x

par passage a la limite quand x tend vers 1 par valeur inférieure, on obtient :

2
D'autre part, I'application x ——> [In(1 + Vx) - %111(1 “Yx + ) +3 (arctan(?(Za— ) + %)]

[In(1 + /x) - %111(1 “Ux +x)+3 (arctan(g(Za— ) + %)],

D @) 73
=3n+1 3 9 |

Exercice II :

Premiére partie

A" kA*
1) On vérifie par récurrence, a I'aide du produit matriciel par blocs, que : Vke N, U F= ( J .

0O Af

iakAk iakkAk
k=0

Soit Re C[X] avec R(X) = zakxk - alors R(U) = zakUk _ | =0 .
k=0 k=0 0 zakAk
k=0

On en déduit donc que : R(U) =
0] R(A)

R(A) AR (A)j

A" O
2) Toujours grace au produit matriciel par blocs : [Vke N, V k= ( o0 A kj .

I1(A O
Comme dans la question précédente, on vérifie que : II(V) = ( f) ) H(A)]' Or, IT(A) = O. Donc [1(V) = O\

3) Comme : Vke N, U¥=P~! V¥ P, on en déduit que II(U) =P~ ' II(V) P = O.
II(A) AIT'(A)
0 I1(A)

Donc X IT' est un polyndme annulateur de A. Donc IT divise X IT'. Or, deg(IT) = deg(X IT') = a.
Donc IT et X IT' sont associés. Comme IT est unitaire, le coefficient dominant de X IT' est égal a o donc

XT'=oT]

Or, d'apres la question 1), IT(U) = ( j D'ou AIT'(A) =O.
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4) De 1'égalité précédente, on déduit que : Z pb, X" =

p=0

Za:ab[,X” .
p=0

Par unicité des coefficients d'un polyndome, on a : Vpe [[0, o — 1], p b, = by, soit Vpe [[0, o — 1]], b,=0.
Donc II(X) = X * avec oe N*. Comme II(A) = O, on en déduit que : A% = O, donc |A est nilpotente].

Deuxiéme partie

1) Notons f1'endomorphisme de C" canoniquement associé 2 A.Ona:f"=0@etf" ' #0.
Donc il existe un vecteur xe C" tel que /"~ '(x) # 0.
Posons B = (x, f (x), ..., f"~'(x)). B est de cardinal n égal 4 la dimension de C".

n—1
Montrons que B est libre. Soit (o, ..., o, _ )€ C" tel que : Zakfk (x) =0.

k=0

On note je [0, n — 1] le plus petit indice tel que o; # 0 (s'il existe).

n—1 .
Onaalors: » e, f*(x) =0.On applique f" '~/ a cette égalité. On obtient : o; f"~'(x) = 0, soit oy = 0
k=j

puisque /"~ 1(x) # 0. D'ol une contradiction. Donc : Vje [[0, n-— 1], o; = 0. B est libre.
Par caractérisation, c'est une base de C".
Dans cette base, la matrice de f est J. Donc |A est semblable 2 Jj.

2) On note D = (d; )e D,(C). Ona: J = (oy)) avec : V(i, )e [1,n] % o;j=0sii#j+1et
Vje[1,n-1], 0,1 ;= 1. Alors DI = JD = (m;,) avec : V(i, ) [1,n] %, mjj=0sii#j+1
etVjie[l,n—1],mjs1j=dis1 01— djj.

Donc DI -ID=J & Vje[l,n-1],djs1j+1-djj=1 o Vje|[l,n-1],djs1j+1=d;; + 1.

0 0 O 0
0 1 O 0
Donc on peut choisir D=0 0 2 0
0
0 n—1

3) Comma A est semblable a J, il existe une matrice Pe GL,(C) telleque : A=PJ P~ L
D'ot la relation DJ — JD=J implique : PDP 'PJP ' —=PJP 'PDP '=PJ P, soit en posant

H=PDP ':HA-AH=A|

4) A l'aide du produit matriciel par blocs, on obtient :

L, —H) (A A} (I, H)_(A A-HA) (1, H)_(A A-HA+AH
o 1 oA)lor1) 0o A o1l A
~H I, HY (A O

puisque AH-HA =-A.D'ou :

In
0

I

n

J<(

il

n

o I

|

|

0O A

J
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I -H) (I, H) (I O) (I, H) (I, —-H I H
5)Ona: X = = X . Donc € GL,,(C) et
o1 )lor) lo1)lor)lo 1 o1

1
I, H I, —H
((; . ] = ((; j . D'apres 1'égalité de la question précédente, on en déduit que :

In
] A A A O
les matrices et sont semblables|.
O A O A

Exercice I1I :

1) a) Un vecteur normal au plan (P) est n (1, 1, 1) et un vecteur normal au plan (Q) est m (— 1, 1, 0).
Ona:n.m =0. \Donc les plans (P) et (Q) sont orthogonaux|.

b) On prend T(?, ? ?L 3(%;%&)6& K =11, soit K(%, %,—@).

¢) D'apres les formules de changement de bases, en notant P la matrice de passage de la base (i, J , k )

By 2y, 6
B X 3 2 6
3, 2, 46

élabase(f,j,f(),ona: y | =Px| Y |, soit yz?X—7Y+?Z et on a aussi :
z Z

X=£(x+y+z)
X 3

='Px| y |, soit ng(x—y)

N < X

4

Z=?6(x+y—2z)

Donc (x+y +2)2=3X% (x+y)2=2Y?et2y+2) > =(3X-/2Y)%
Une équation de (X) dans le repere R’ est donc : 3 a’X?+2 BZY2+72(\/§X— x/EY)Z: 1.

d) |On en déduit que (X) est un cylindre d'axe dirigé par le vecteur K ‘

2) (F) a pour équation : 30> X2 +2 B2 Y2 +y2(+/3X - /2 Y)? =1, soit
32 +y)XP-2P VO XY +2(B2+P) Y2 =1.
La matrice associée 2 la forme quadratique ¢(X, Y) =3(o + y%) X* -2 J6 XY + 2([32 +v)Y?
'+ -6y
est: M= ) N
6y 2B+
Par le théoreme spectral, on sait que M admet deux valeurs propres réelles, que les sous-espaces propres
associés a ces valeurs propres sont orthogonaux et que M est diagonalisable dans une base orthonormale
(T', J') constituée de vecteurs propres.
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Apres calculs, on trouve comme valeurs propres : a' = %(3&2 +28 4517 +0)

eth = %(3052 +282 4517 —/0) ou 0 =90 + 4B* + 25 7" — 12 a?B* - 4 BV + 6 oY

Un vecteur propre associé a a' est U( J6 yz, 3(0 + 72) — a') et un vecteur propre associé a b' est
\7(\/872, 3(0c2 + yz) — b') dans la base (f j).

On pose : I'= ! —Uet])= ! —— V. On sait de plus que : @' + b' = Tr(M) = 30 + 2[32 +5v%>0
[l ¥

et que a'b' = det(M) = 6(a’B* + a*y* + P¥") > 0. Doncona: 0 < b' <a'.

Dans la repere orthonormal (O, T, T ), (E) a pour équation réduite : a' X?+b'Y?=1.
|(f ) est donc une ellipse et (X) un cylindre elliptique‘.

S 1 1
Onpose K'=K,a=—=cethb= Ona:0<a<betl'équation de () dans le repere orthonormal
Ja' NS
12 12
R" = (O, T, J',K') est alors : X—+Y—2 =1.
a b
3)a)Ona:

XvZ Yv2 1 ) ) ) bZ _aZ ) 1 ) Xv bZ _a2 Zv Xv b2 _aZ Zv
)+ 5 X +Y"+Z) = X'-—7Z=(——m —)(—+—).
©) a*  b* b? ( ) a’b? b* ( ab b X ab b )
Soit Me (Cy) ; alors ses coordonnées (X', Y', Z') dans le repere R" vérifient :
XvZ Yv2 Xv b2 _aZ Zv
—2+—2 =let ———— — =k.
a b ab b

' 2 _ 2 '
Donc, en remplacant dans (*), on obtient (**) : 1 — biz (X'2 +Y?+ Z‘z) =k (Xb—ba_'_% ), soit
a
[12 2 [12 2 207,272 2
X2 4 Y2472+ VO 20 0 7 =0 soit (X 4 RV Ty gy Ko DTRDT HAGT)
a 2a 2 da
[12 2
Donc M appartient aussi a la sphere (Sx) de centre €2 de coordonnées (— kbbz—a , 0, — k—2b) dans le repere
a
/ 271.2 2
R" et de rayon Ry =M.
2a
.. ) ) X'\b*—a* 7 ot
Réciproquement, si Me (Si) N (Px), on a la relation (**) et —b_ ; =k,dou:
a

1— i (X'2 +YZ%+ Z'Z) - (u_ _)(u Z ) X" Y_'z_ = (X'2 Y2+ 2'2) donc

b* ab ab a2 b*
Xv2 Yv2
5+ = 1. Donc Me (£). D'ob Tégalité : = (P) N (Sw)
a

b) En tant qu'intersection d'un plan et d'une sphere, (Cy) est soit vide, soit un point, soit un cercle.
C'est un cercle ssi la distance d de Q; au plan (Py) est strictement inférieure a Ry.

Dans ce cas, d'apres le théoreme de Pythagore, le rayon de (Cy), noté ry,est égal a : qu,f —-d*.
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R a2)+k_k‘
271.2 2 2 2 2 2
Ona:R=2VKD +4a” i d@e (Po) = a -k
2a pr—a® 1 2a
74_7
a’b? b

Dou R, —d = Zi (\/kzb2 +4a’ - kb) > 0 car a > 0. [Donc (Cy) est un cercle de rayon r; = b
a

) \Le rayon du cercle (Cy) est égal a la demi-longueur du grand axe de I'ellipse (f)|.

On pouvait le prévoir puisque l'ellipse (£) est 1'image du cercle (Cy) par la projection orthogonale sur le plan
d'équation Z' = 0.
Or, (Cy) est inclus dans le plan (P;) dont un vecteur directeur est le vecteur J' aussi vecteur directeur du plan

7' = 0. Donc un diametre de (Cy) dirigé selon J asa longueur inchangée par la projection orthogonale
considérée.



