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1) On a :
[p(n +1)]r

[p(n +1)]!

[pn]!

[pn)]r
=

(
n +1

n

)r 1

(pn +1)...(pn + (p −1))(pn +p)
quan-

tité qui tend vers 0 quand n → +∞, par D’Alembert le rayon de la série

entière
∑ (pn)r

(pn)!
zn donnée est +∞.

Soit z ∈ C et p ∈ N, donc zp ∈ C, alors la série
∑ (pn)r

(pn)!
(zp )n converge

d’après ce qui précède, donc la série
∑ (pn)r

(pn)!
zpn converge, donc le rayon

de la série entière
∑ (pn)r

(pn)!
zpn est aussi +∞.

A. Équivalence entre (Hr,p) et (Hr,1) lorsque r > 0

2) ϕx est dérivable sur ]1,+∞[ et ∀t ∈]1,+∞[, ϕ′
x(t ) = t−r (t −1)r−1[t −1+r ].

• On a ϕ′
x ≥ 0 sur ]1,+∞[, donc ϕx qui est continue est strictement crois-

sante sur [1,+∞[, négative en 1 et de limite +∞ en +∞, donc s’annule en
un unique élément de [1,+∞[.

• On a
un(x)

un+1(x)
=

( n

n +1

)r n +1

x
= (n +1)1−r nr 1

x
= 1

x
ϕx(n +1)+1.

Soit n ∈N, si 1 ≤ n ≤ [tx] ≤ tx , alors ϕx(n) ≤ 0, donc
un−1(x)

un(x)
≤ 1, la suite

(un(x))1≤n≤[tx ] est donc croissante puisque les un(x) sont strictement po-
sitives pour n 6= 0, et 0 = u0(x) ≤ u1(x), donc la suite (un(x))0≤n≤[tx ] est
croissante.

Si n > [tx], alors n ≥ tx , donc ϕx(n) ≥ 0, donc
un−1(x)

un(x)
≥ 1, donc la suite

(un(x))n≥[tx ] est décroissante.

3) On a :

ϕx(x +α) =
(

x +α−1

x +α
)r

.(x +α)− (x +α)+α

= (x +α)

[
(1− 1

x +α )r −1

]
+α

= −r +α+ o
x→+∞(1)

Donc lim
x→+∞ϕx(x +α) =α− r .

Pour ε> 0, ∃A > 0, x ≥ A =⇒ |ϕx(x +α)− (α− r )| ≤ ε
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Soit x ≥ A fixé on prend α = tx − x, alors |ϕx(tx)− (tx − x − r )| ≤ ε, donc
|tx −x − r | ≤ ε ce qui s’écrit lim

x→+∞ tx −x − r = 0.

4) On a :

u[x]+k (x)

u[x](x)
= ([x]+k)r

([x]+k)!
x[x]+k [x]!

[x]r x[x]
=



(
1+ k

[x]

)r xk

([x]+k)...([x]+1)
sik ∈N

(
1+ k

[x]

)r ([x])...([x]+k +1)

x−k
sik ∈Z−

Mais ∀i ∈Z, x ∼
x→+∞ [x]+ i , donc les derniers rapports tend vers 1 en +∞

et u[x]+k (x) ∼
x→+∞ u[x](x).

Pour x assez grand [x]−n ≥ 0 alors :

lim
x→+∞

[x]∑
i=[x]−n

ui (x)

u[x](x)
= (n +1) car chaque terme de la somme qui est finie

tend vers 1 d’aprés l’équivalent précédent.

Pour x assez grand
[x]∑

i=[x]−n

ui (x)

u[x](x)
≥ (n+1)− 1

2
= n+ 1

2
donc

[x]∑
i=[x]−n

ui (x) ≥

nu[x](x)+ 1

2
u[x](x) ≥ nu[x](x), car u[x](x) ≥ 0.

5) Soit n ∈N∗, alors 0 ≤ u[x](x)

xr ex
≤ 1

n

[x]∑
i=[x]−n

ui (x)

xr ex

Soit i ∈ [[[x]−n; [x]]], alors
ui (x)

xr ex
= i r xi

i !xr ex
= (

i

x
)r xi

i !ex
−→

x→+∞ 0 car la fonc-

tion x 7−→ (
i

x
)r est bornée et

xi

i !
=

x→+∞ o(ex).

Alors
1

n

[x]∑
i=[x]−n

ui (x)

xr ex
−→

x→+∞ 0 car somme fine de termes qui tend vers 0 en

+∞.

Donc u[x](x) = =
x→+∞ (xr ex), alors ∀k ∈Z,u[x]+k (x) = =

x→+∞ (xr ex)

Si on suppose que ∃i ∈ Z tel que Mx = u[x]+i (x), d’après ce qui précède,
Mx =

x→+∞ (xr ex).

6) On a ∀n ≥ 1, ;Dn+1 −Dn = zn , les Dn sont tous bornés par
2

|1− z| , les

séries
∑
n

un(x) sont convergentes car le rayon des séries
∑
n

nr

n!
xn est +∞.

donc les séries
∑
n

Dnun(x) convergent absolument donc convergentes,
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alors

Sr,1(zx) =
+∞∑
n=1

nr

n!
xn zn

=
+∞∑
n=1

un(x)zn

=
+∞∑
n=1

un(x)[Dn+1 −Dn]

=
+∞∑
n=1

un(x)Dn+1 −
+∞∑
n=1

un(x)Dn car ces séries convergent

=
+∞∑
n=2

un−1(x)Dn −
+∞∑
n=1

un(x)Dn

=
+∞∑
n=1

un−1(x)Dn −
+∞∑
n=1

un(x)Dn car u0D1 = 0

=
+∞∑
n=1

(un−1(x)−un(x))Dn

Alors |Sr,1(zx)| ≤ 2

|1− z|
+∞∑
n=1

|un−1(x)−un(x)|, or

+∞∑
n=1

|un−1(x)−un(x)| =
[tx ]∑
n=1

un(x)−un−1(x)+
+∞∑

n=[tx ]+1
un−1(x)−un(x)

= u[tx ] +u[tx ] car lim
n→+∞un(x) = 0 etu0 = 0

= 2u[tx ]

≤ 2Mx

Alors |Sr,1(zx)| ≤ 4Mx

|1− z|
Par la question 5, Mx = o(xr ex), donc Sr,1(zx) = o(xr ex).
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7) On a
p−1∑
k=0

(ζn)k =
{

0 si n ∈ pN
p sinon

alors

p−1∑
k=0

Sr,1(ζk x) =
p−1∑
k=0

+∞∑
n=1

nr

n!
xnζnk

=
+∞∑
n=1

nr

n!
xn

p−1∑
k=0

(ζn)k

=
+∞∑

m=1

(pm)r

(pm)!
xpm p

= pSr,p (x)

On a
p−1∑
k=0

Sr,1(ζk x) = Sr,1(x)+Sr,1(ζx)+...+Sr,1(ζp−1x) c’est à dire pSr,p (x) =
Sr,1(x)+Sr,1(ζx)+...+Sr,1(ζp−1x), par la question 6). Sr,1(ζx)+...+Sr,1(ζp−1x) =

x→+∞

o(xr ex), donc Sr,p (x) =
x→+∞ o(

xr ex

p
) est équivalent à Sr,1(x) =

x→+∞ o(xr ex).

Donc les énoncés (Hr,p ) et (Hr,1) sont équivalents.

B. Une démonstration probabiliste

8) E(Zx) = 1

x
E(Xx) = 1 etV(Zx) = 1

x2
V(Xx) = 1

x
.

Et (|Xx − x| > αx2/3) = (|Zx − 1| > αx−1/3), par application de l’inégalité
de Bienaymé-Tchebychev P(|Xx − x| > αx2/3) = P(|Zx − 1| > αx−1/3) ≤

1/x

α2x−2/3
= 1

α2x1/3
cette dernière quantité tend vers 0 quand x → +∞,

alors :

lim
x→+∞P(|Xx −x| >αx2/3) = 0.

9) Soit ω ∈ Ω, alors si ω ∈ (Zx < 1 − x−1/3), alors Zx(ω) < 1 − x−1/3, alors
Z r

x (ω) < (1−x−1/3)r , donc Ax < (1−x−1/3)r 1(Zx<1−x−1/3).

Si ω ∈ (|Zx −1| ≤ x−1/3), alors (1−x−1/3) ≤ Zx(ω) ≤ (1+x−1/3), donc :

(1−x−1/3)r 1(|Zx−1|≤x−1/3) ≤ Bx ≤ (1+x−1/3)r 1(|Zx−1|≤x−1/3), les variables aléa-
toires Ax et Bx sont positives car c’est le produit de variables positives.

Alors 0 ≤ Ax < (1−x−1/3)r 1(Zx<1−x−1/3) et

(1−x−1/3)r 1(|Zx−1|≤x−1/3) ≤ Bx < (1+x−1/3)r 1(|Zx−1|≤x−1/3).

les variables (1−x−1/3)r 1(|Zx−1|≤x−1/3) et (1−x−1/3)r 1(Zx<1−x−1/3) ont des es-
pérances finie, donc les espérances de Ax et Bx sont finie, de plus :
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0 ≤ E(Ax) ≤ (1− x−1/3)rP(Zx < 1− x−1/3) ≤P(|Zx −1| > x−1/3) −→
x→∞ 0 par la

question 8), alors
lim

x→+∞E(Ax) = 0

et (1−x−1/3)rP(|Zx −1| ≤ x−1/3) ≤ E(Bx) < (1+x−1/3)rP(|Zx −1| ≤ x−1/3).

Par la question 8) les limites des bornes de E(Bx) est 1 , donc :

lim
x→+∞E(Bx) = 1

10) On a |YN ,x | ≤
N−1∏
k=0

(Xx +k) et
N−1∏
k=0

(Xx +k) est combinaisons linéaire des va-

riables 1, Xx , ..., X N
x et ces variables ont des espérances finie, car les séries∑

n
n j xn

n!
convergent pour tout j ∈N, donc YN ,x est d’espérance finie.

Premier cas si x + x2/3 > N , alors en posant Q(X ) =
N−1∏
k=0

(X −k) et puisque

Q( j ) = 0 pour tout j ∈ {0,1, .., (N −1)} :

E(YN ,x) =
+∞∑

n=N
Q(n)P(Xx > x +x2/3, Xx = n)

= ∑
n>x+x2/3

Q(n)P(Xx = n)

= ∑
n>x+x2/3

Q(n)
xn

n!
e−x

= xN
∑

n>x+x2/3

xn−N

(n −N )!
e−x

= xN
∑

n>x+x2/3

P(Xx = n −N )

= xNP(Xx > x +x2/3 −N )
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Deuxième cas si x +x2/3 < N , alors

E(YN ,x) =
+∞∑

n=N
Q(n)P(Xx > x +x2/3, Xx = n)

=
+∞∑

n=N
Q(n)P(Xx = n)

=
+∞∑

n=N
Q(n)

xn

n!
e−x

= xN
+∞∑

n=N

xn−N

(n −N )!
e−x

= xN

= xNP(Xx > x +x2/3 −N ); car(Xx > x +x2/3 −N ) =Ω.

Troisième cas si x +x2/3 = N , alors

E(YN ,x) =
+∞∑

n=N
Q(n)P(Xx > x +x2/3, Xx = n)

=
+∞∑

n=N+1
Q(n)P(Xx = n)

=
+∞∑

n=N+1
Q(n)

xn

n!
e−x

= xN
+∞∑

n=N+1

xn−N

(n −N )!
e−x

= xN
+∞∑
n=1

xn

n!
e−x

= xNP(Xx > 0)

= xNP(Xx > x +x2/3 −N )

Dans tous les cas E(YN ,x) = xNP(Xx > x +x2/3 −N ).

Pour x assez grand fixé, on a
1

2
x2/3 ≥ N , alors (Xx > x + x2/3 −N ) ⊂ (Xx >

x + x2/3 − 1

2
x2/3) = (Xx > x + 1

2
x2/3) ⊂ (|Xx − x| > 1

2
x2/3) et par la question

8). lim
x→+∞P(Xx > x +x2/3 −N ) = 0 avec α= 1

2
, donc E(YN ,x) = o(xN ).

11) Il suffit de chercher les réels a1, ...aN tels que : X N
x =

N∑
k=1

ak

k−1∏
i=0

(Xx − i ).
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Pour cela, considérons les polynômes Pi =
i−1∏
k=0

(X −k) pour tout i ≥ 1, et

remarquons que ces polynômes ont tous 0 comme racine, et posons P0 =
1.

La famille (P0,P1, ...,PN ) est une base de RN [X ], donc ∃a0, a1, ...aN tels
que X N = a0P0 +a1P1 + ...+aN PN , en évaluant en 0, on a a0 = 0, donc :

∀n ∈N, nN −
N∑

i=0
ai Pi (n) = 0, soit x > 0 et n ∈N, alors la variable aléatoire

X N
x −

N∑
k=1

ak

k−1∏
i=0

(Xx −i ) est nulle sur l’événement (Xx = n) et ceci pour tout

n ∈ N, donc nulle sur Ω, puisque (Xx = n)n∈N est un système complet
d’événement, donc

X N
x =

N∑
k=1

ak

k−1∏
i=0

(Xx − i )

Alors 1(Xx>x+x2/3)X N
x =

N∑
k=1

ak 1(Xx>x+x2/3)

k−1∏
i=0

(Xx − i ) ce qui se traduit par :

1(Xx>x+x2/3)X N
x =

N∑
k=1

ak Yk,x

La linéarité de l’espérance donne E(1(Xx>x+x2/3)X N
x ) =

N∑
k=1

akE(Yk,x), et on

a∀k ∈N∗; E(Yk,x) = o(xN ), donc E(1(Zx>1+x−1/3)X N
x ) = o(xN ), alors E(1(Zx>1+x−1/3)Z N

x ) =
o(1), c’est à dire lim

x→+∞E(1(Zx>1+x−1/3)Z N
x ) = 0.

12) Soit r > 0, et N = [r ]+1 ; alors N ≥ r , donc 1(Zx>1+x−1/3)Z r
x ≤ 1(Zx>1+x−1/3)Z N

x ,

car si ω ∈ (Zx > 1+ x−1/3), alors Zx(ω) > 1, donc Zx(ω)r ≤ Zx(ω)N , et si
ω ∉ (Zx > 1+x−1/3), alors il y’a égalité.

Donc 0 ≤ E(1(Zx>1+x−1/3)Z r
x ) ≤ E(1(Zx>1+x−1/3)Z N

x ), par la question 11)., lim
x→+∞E(1(Zx>1+x−1/3)Z r

x ) =
0. On a :

E(Z r
x ) = E(1(Zx>1+x−1/3)Z r

x )+E(1(Zx<1−x−1/3)Z r
x )+E(1(|Zx−1|≤x−1/3)Z r

x ) et par la
question 11 lim

x→+∞E(1(Zx>1+x−1/3)Z r
x ) = 0, par la question 9 lim

x→+∞E(1(Zx<1−x−1/3)Z r
x ) =

0 et lim
x→+∞E(1(|Zx−1|≤x−1/3)Z r

x ) = 1

Donc lim
x→+∞E(Z r

x ) = 1.

D’autre part par la propriété de Transfert on a :

E(Z r
x ) =

+∞∑
n=0

(n

x

)r
P(Xx = n) =

+∞∑
n=0

(n

x

)r xn

n!
e−x = 1

xr ex

+∞∑
n=0

nr

n!
xn , or lim

x→+∞E(Z r
x ) =
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1, donc
+∞∑
n=0

nr

n!
xn ∼

x→+∞ xr ex ou

+∞∑
n=1

nr

n!
xn ∼

x→+∞ xr ex

C’est à dire (Hr,1) est vrai.

13) On a :

[p(n +1)]r

[p(n +1)]!
= [p(n +1)]r

(pn +p)....(pn +1)(pn)!

∼
n→+∞

(pn)r

(pn)p (pn)!

∼
n→+∞

(pn)r−p

(pn)!

Or par la question préliminaire, le rayon de convergence de la série en-

tière
∑ (pn)r−p

(pn)!
xnp est +∞, donc Sr,p (x) ∼

n→+∞ xp Sr−p,p (x),

Donc p
Sr,p (x)

xr ex
∼

n→+∞ p
Sr−p,p (x)

xr−p ex
, alors (Hr,p ) =⇒ (Hr−p,p ).

Montrons la validité de (Hr,p ).

Si r > 0, par application de la partie B , (Hr,1) est vrai, et par application
de la question 7), (Hr,p ) et (Hr,1) sont équivalents, donc (Hr,p ) est encore
vrai.

Si r ≤ 0, en fait l’implication précédente est une équivalence, et par ré-
currence ∀k ∈N, (Hr,p ) est équivalent à (Hr+kp,p ).

On a ∃k ∈N tel que r +kp > 0, c’est une question de limite, et on a (Hr,p )
est équivalente à (Hr+kp,p ), et puisque r +kp > 0, d’après le premier cas
(Hr+kp,p ) et par conséquent (Hr,p ) sont donc vrais.

C. Application à l’équation d’Airy

14) Soit n ∈N∗,

vn − vn−1 = − ln(1+ x

n
)−x ln(1− 1

n
)

= −(
x

n
− x

2n2
)−x(− 1

n
− 1

2n2
)+o(

1

n2
)

= x

n2
++o(

1

n2
)
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Donc
∑

n≥2
vn − vn−1 converge.

Mais vn = ln

(
n∏

k=0

k

x +k

)
+x lnn = ln

(
n!∏n

k=0(x +k)
nx

)
La série télescopique

∑
n≥2

vn−vn−1 converge, donc la suite (vn)n≥1 converge,

soit ` sa limite, on a ` ∈ R, et
n!∏n

k=0(x +k)
nx converge vers e` = Γ(x) > 0,

donc
n∏

k=0
(x +k) ∼

n→+∞
n!nx

Γ(x)

15) L’application t 7−→ t est continue sur R, alors le problème de cauchy sui-

vant :


x ′′(t )− t x(t ) = 0

x(0) = 1
x ′(0) = 0

possède une unique solution f sur R.

16) Posons f (t ) =
+∞∑
n=0

an t n , on a alors :

+∞∑
n=0

(n+2)(n+1)an+2t n−
+∞∑
n=1

an−1t n = 0, ou 2a2+
+∞∑
n=0

[(n +2)(n +1)an+2 −an−1] t n =
0, par unicité du développement en série entière et f (0) = 1, f ′(0) = 0,

alors


a0 = 1
a1 = 0
a2 = 0

∀n ≥ 1, an+2 = an−1

(n +2)(n +1)
Connaissant les 3 premiers termes de la suite elle est donc bien définie
((n −1)+3 = n +2).

17) Par récurrence, ∀n ∈N, a3n+1 = a3n+2 = 0.

Et∀n ∈N, a3n = 1

(3n)(3n −1)
.

1

(3n −3)(3n −4)
...

1

3.2
a0 = 1

(3n)(3n −3)...(3.1)
.

1

(3n −1)(3n −4)...(2)
=

1

3nn!

1

(3n −1)(3n −4)...(2)

D’autre part par la question 14). avec x = 2

3
,

n∏
k=0

(
2

3
+k) =

n∏
k=0

(2+3k)
1

3n+1
∼

n→+∞
n2/3n!

Γ(2/3)
alors

n∏
k=0

(2+3k) ∼
n→+∞ 3n+1 n2/3n!

Γ(2/3)

Or
n∏

k=0
(2+ 3k) = 2.5...(3n − 1)(3n + 2), alors

∏n
k=0(2+3k)

3n +2
= 2.5...(3n − 1),

donc
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a3n = 1

3nn!

1∏n
k=0(2+3k)

3n+2

∼
n→+∞

1

3nn!

3n

3n+1 n2/3n!
Γ(2/3)

∼
n→+∞

Γ(2/3)n1/3

32n(n!)2

Par stirling n!2 ∼
n→+∞ 2πn(

n

e
)2n et (2n)! ∼

n→+∞
p

4πn(
2n

e
)2n , donc

(2n)!

n!2
∼

n→+∞
1p
πn

22n .

Alors

a3n ∼
n→+∞

Γ(2/3)n1/3

9n

(2n)!

n!2
1

(2n)!

∼
n→+∞

Γ(2/3)

(2n)!

(
2

3

)2n n1/3

p
n

1p
π

∼
n→+∞ n−1/6Γ(2/3)p

π

(
2

3

)2n 1

(2n)!

18) Soit t ∈R, f (t ) =
+∞∑
n=0

a3n t 3n =
+∞∑
n=0

a3n(t 3/2)2n , de rayon +∞, d’après un ré-

sultat admis à la question 13). et par 17), alors f (t ) ∼
t→+∞ 21/6Γ(2/3)p

π

+∞∑
n=0

(2n)−1/6

(2n)!

(
2

3
t 3/2

)2n

Par application de ce qui précède à (H−1/6,2), alors

f (t ) ∼
t→+∞

21/6

2

Γ(2/3)p
π

(
2

3
t 3/2

)−1/6

e
2
3 t 3/2 ∼

t→+∞
31/6

2

Γ(2/3)p
π

t−1/4e
2
3 t 3/2

.

On prend C = 31/6

2

Γ(2/3)p
π

.

Pour les remarques sadikoulmeki@yahoo.fr
Omar SADIK CPGE My Driss Fès.
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