Un corrigé du concours Mines Ponts 2019 mathsl saoi omar

[p(n+1)]" [pn]! n+1\" 1
1) Ona: = quan-
(p(n+ ]! [pn)]” n (pn+1)...(pn+(p-1)(pn+p)
tité qui tend vers 0 quand n — +oo, par D’Alembert le rayon de la série
n r
entiére Z (pn) z"" donnée est +oo.
(pn)!

r

(pn)
(pn)!

zP™ converge, donc le rayon

Soit z € C et p € N, donc z” € C, alors la série )_ (zP)"* converge

N s . (pn)”
d’apres ce qui préceéde, donc la série Z W
(pn)"

(pn)!

zP™ est aussi +oo.

de la série entiere Z

A. Equivalence entre (H, ) et (H,,) lorsque r >0

2) ¢, estdérivable sur]l,+ool et Vi €]l,+ool, ¢\ (1) =t""(r— D r=1+7].
e Ona ¢’ > 0sur]l,+ool, donc ¢, qui est continue est strictement crois-
sante sur [1, +oo[, négative en 1 et de limite +oo en +oo0, donc s’annule en
un unique élément de [1, +ool.

Un(x) n \rn+l 1—r 1 1
«Ona =(—]) =+ )T == —pu(n+ 1) +1.
Upi1(X) n+1 X X
. . Up—1(x) .
Soit n €N, sil < n<|[ty] < ty, alors ¢x(n) <0, donc r <1, la suite
n

(un(X))1<n<[z,) €St donc croissante puisque les u,(x) sont strictement po-
sitives pour n # 0, et 0 = up(x) < u;(x), donc la suite (u,(x))o<n<[s,] €St
croissante.

Up-1(X)

Up(x

Si n > [ty], alors n = ty, donc ¢«(n) = 0, donc > 1, donc la suite
(Un (X)) n=[r,) €St décroissante.
3) Ona:

(x+a)-(x+a)+a

x+a-1
o - (21

X+a

1
x+a)|l-—)" -1|+a
X+a

= —r+a+ o (1)
X

—+00

Donc lim ¢ (x+a)=a—r.
X—+00

Poure>0,3A>0, x=2 A= |px(x+a)—(a—-T1)| <€



4)

5)

6)

Soit x = A fixé on prend « = t, — x, alors |, (t,) — (tx —x —1)| < €, donc
|ty —x—r|<ecequis’écrit lim f,—x—r=0.

x—-+00
Ona:
r xk .

(1"'_) sikeN
Uk _ (X + 0" g XD [x1) (x]+K)...(x] + 1)
U (x)  ([x]+k)! Tl )

(1+£) (L) R+

[x] x—k

MaisVieZ, x ~ [x] + i, donc les derniers rapports tend vers 1 en +co
X—+00

et Upg+k(X)  ~ Uy (x).
X (o.¢]

—+
Pour x assez grand [x] — n =0 alors :
8w
lim
x_’+°oi:[x]—n Ux] (x)
tend vers 1 d’aprés I'équivalent précédent.

M u;(x) 1 1 (1]
Pour x assezgrand ) >(n+1)-==n+-donc Y wui(x)=
i=lx]—n Wix (X) 2 i=[xl-n

= (n+1) car chaque terme de la somme qui est finie

1
nuy (x) + Eu[x] (X) = nuy (x), car upy(x) = 0.

U () _ 1 i Ui (x)

<

Soit n € N*, alors 0 <
x"eX n.

= - = - — 0 car la fonc-
xTet flxTeX X ileX x—+oo

Soit i € [[[x] — n;[x]]], alors

. i r 2 X
tion x— (=)' estbornéeet — = o(e").
X i! x—+o0

1 [x] ,
Alors — ) Ui (x)

i=[x]-

— 0 car somme fine de termes qui tend vers 0 en
n xr ex X—+00

+00.
Donc uy (x) = = (x"e"), alors Vk € Z, u[y)+ 1 (X) = = (x" e

—+
Si on suppose que 3i € Z tel que M, = u[y+i(x), d’apres ce qui précede,

M, = (x"eY).
X—+00

2
OnaVn=1,;D,. —D,=2z" les D, sont tous bornés par |— les

1-2z|
nr
séries Z un(x) sont convergentes car le rayon des séries Z —'x” est +oo.
n!
n n
donc les séries ZDn u,(x) convergent absolument donc convergentes,
n



alors

+00 nr
S;1(zx) Yy —x"z"
=1 n!
+00
Y up(x)z"
n=1
+00
Up(x)[Dps1 — Dyl
n=1
+00 +00
Y un(x¥)Dys1— Y un(x)Dy, car ces séries convergent
n=1 n=1
+o0 +o0
Y up1(X)Dy— Y up(x)Dy
n=2 n=1
+00 +00
Z Uny_1(x)D,;, — Z u,(x)D,, car uyD; =0
n=1 n=1
+00
Y (Un-1(x) = un(x)) Dy
n=1
+00
Alors Sy (2x0)| < —— ) |up-1(xX) — up(x)|, or
[1-2z| ;5
+00 [tx]

n=1

4
Alors |Sy1(zx)| =

+00
Yl () —upy() = D up(X) = tup1 () + Y Up_1(X) — Up(x)
n=1

n=[ty]+1

Urp1+ Upp car lim u,(x) =0 etug =0
[t + Uy car lim  uy,(x) 0

2Uyyy

IA

X

[1-z|

Par la question 5, M, = o(x" e*), donc S, 1 (zx) = o(x" e").



7)

p-1
Ona ) Mk = alors

{ 0 si nepN
k=0

p sinon

p-1+00

Z Z n_xn(nk

r
k=0n=1 n!

p-1
Z Sr1 ((kx)
k=0

+00 nr

p-1
k=0

n=1 1

B +00 (pm)r pm
= L pm”
= pSr,p(x)

p-1
Ona Z Sr,l((kx) = Sr,l(x)+8r,1((x)+...+Sr,1((”_1x) c'estadire pS;,,(x) =
k=0

Sr1(X)+S,1({X)+...+S,1 ((P1x), parla question 6). S, 1 ((x)+...+ 5,1 ("1 x) .

r,X

o(x"e*), donc S;,,(x) = o

—+00

) est équivalenta S.;(x) = o(x"eb).
X o0

—+

Donc les énoncés (H, ) et (Hy,1) sont équivalents.

B. Une démonstration probabiliste

8)

9)

1 1 1
E(Zy) = —E(Xy) =1etV(Z) = V(X = ~.
X X X

Et (| X, — x| > ax?’? = (1Z;-1| > ax 13, par application de l'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev P(| Xy — x| > ax?’?) = P(Z,—1| > ax 13 <
1/x 1
5573 = .13 cette derniere quantité tend vers 0 quand x — +oo,
acx- acx
alors :

lim P(X,—x|>ax??) =0.
X—+00

—1/3) 1
)

Soitwe Q, alorssiwe (Z, <1—-x alors Z,(w) < 1-x" /3, alors

ZIw)<(1-x""%", donc Ay < (1-x""%)1 5 i 1)

Siwe (|1 Z,-1| < x_”s), alors (1-x"13) < Zyw) =1+ x_”s), donc:
(1_x_1/3)r1(|Zx—1|Sx’”3) <B,s< (1+x_1/3)r1(|Zx_1|5x71/3), les variables aléa-
toires A, et B, sont positives car c’est le produit de variables positives.
Alors0< Ay <(1- x_l/s)rl(zx<1_x71/3) et

A=x"""1 5 erisy SBe <Q+x ), o)

les variables (1_x_lls)rl(lzx—llsx‘“3) et (l—x_ug)rl(zx<1_x—1/3) ont des es-
pérances finie, donc les espérances de Ay et By sont finie, de plus :

—+00



10)

0<EA)<Q-x"3)PZy<1-x""<P(Z-1>x"%) — Oparla
X—00

question 8), alors
lim E(Ax) =0
X—+00

et(1-x 3P Z -1 < x V) <EB) <A+ x V3 P(Z, -1 < x73).
Par la question 8) les limites des bornes de E(By) est 1, donc:

lim E(By) =1
X—+00

N-1 N-1
Onal|Yyxl < l_[ (X +k)et H (X, + k) est combinaisons linéaire des va-
k=0 k=0

riables 1, X,,..., X )ICV et ces variables ont des espérances finie, car les séries
j xn . ) z s
Z n! — convergent pour tout j € N, donc Yy est d’espérance finie.
n!
n

N-1
Premier cas si x + x2/3 > N, alors en posant Q(X) = H (X — k) et puisque
k=0
Q(j) =0pourtout j€1{0,1,..,(N—-1)}:

+o0o

EWnyx) = Y. QuPXy>x+x*3 X, =n)
n=N
= ) QumPX;=n

n>x+x2/3

n
X
= ) Qm—e™
n>x+x2/3 n:
n—N
N X —-X

e
n>x+xy3(n__Pvn
= xN Y PXy=n-N)
n>x+x2/3
= "PX,>x+x*2-N)

= X



Deuxieéme cas si x + x2/3 < N, alors

+00
E(Ynyx) = Y. QuPXy>x+x*3 X, =n)
n=N

+00
= ) QPXy=n)

n=N
+00 n
X _
= ) Qn=e™*
n=N n!

+00 n-N

N X e—x
= (n—-N)!

= xN

= xNIP(Xx>x+x2/3—N); car(Xx>x+x2/3—N) =Q.

Troisieme cas si x + x*/3 = N, alors

+00
E(Ynye = Y QuPXy>x+x*3 Xy =n)
n=N
+00
= ) QuPXy=n
n=N+1
T Qe
= n)—e
n=N+1 n!
+00 xn—N

e—x

N
= X
n:%+l (n—N)!
+00 xn
= Ny e
n=1 n!
= x"P(X,>0)

= PX,>x+x*2-N)

X

Dans tous les cas E(Yy ;) = xVP(X, > x + ¥*B-N).
1
Pour x assez grand fixé, on a —x*3 > N, alors (X, > x+ B -N)c (X, >

1 1 1
o423 §x2/3) = (X, > x+ 5xz’?’) c (X, —x| > 5xz’z‘) et par la question

1
8).xlir£1 IP(Xx>x+x2/3—N) =0aveca = E,donc E(Yn,x) = o(xM).
—T00

N k-1
11) 1 suffit de chercher les réels ay,...ay tels que : XY = Y ai [T (Xx - ).
k=1 =0



i-1

Pour cela, considérons les polynémes P; = H (X—k) pourtouti=1,et
k=0

remarquons que ces polyndémes ont tous 0 comme racine, et posons Py =

1.

La famille (Py, Py,..., PN) est une base de Ry [X], donc 3ayg, ai,...ay tels
que XN =ayPy+ a1 Py +...+ ayPy, en évaluant en 0, on a ag = 0, donc :

N
vneN, nV - Z a;P;(n) =0, soit x > 0 et n € N, alors la variable aléatoire

i=0
N k-1

X, N_ Z ay H (X, —1) estnulle sur 'événement (X, = n) et ceci pour tout
k=1 i=0

n € N, donc nulle sur Q, puisque (X, = n),en €st un systéme complet
d’événement, donc

N k-1
=) ar[[(Xc—1)
k=1 i=0

k-1
Alors 1x 5y y2i3 X Z Akl (x >xrx2/3) [ ] (Xx - i) ce qui se traduit par :
i=0
1(Xx>x+xZ/3) Z ak Y, x
k=1

N
La linéarité de 'espérance donne [E(I(Xx>x+x2/3)XfCV) =Y axE(Yyy), eton
k=1
avVkeN*; E(Yey) = o(x™),doncE(ly o1, 13 XP) = 0(x™), alors E(1 4 o1 y-115 Zy) =

Yoct 3 dive T Ny _
o(1), c’est a dire xl_l,rPOO[E(l(Zx>l+x*“3)Zx )=0
N
X
carsiwe (Z,>1+ x~13), alors Z() > 1, donc Zy ()" < Zy ()", et si
w ¢ (Ze>1+x13), alors il y'a égalité.
Donc0<E(ly o14x1%2Z4) SE( 1 514013 Z2), parlaquestion 11)., Jim E(1 7 S1ex-13 Zy) =
X X — 400 X
0.Ona:
[E(Z;) = [E(I(Zx>1+x_1/3) Z;)+[E(1(Zx<1_x—l/3)Z;)+[E(1(|Zx_1|5x—1/3)Z;) et paI‘ la
question 11 xl_i,rPOO[E(l(Zx>l+x*“3)Z;) =0, parlaquestion 9 xl_i,rPoo[E(l(Zﬁl—x*“?‘)Z;) =
1 r
0et xEIPwE(l(lzx_1|Sx—1/3)Zx) =1
Donc lim E(Zp) =1.
X—+00

12) Soitr>0,et N=[r]+1;alors N=r,doncl z .1, -113)Z; <1z o14 132

D’autre part par la propriété de Transferton a:

+oonr +oonrxn_ 1 +oonr ) B
E(Z]) = n;o(;) P(Xy = n) :n;o(;) ST Y B or lim B2 -



+00 ;1

1,donc ) —x" ~ x"e*ou
=0 n! X—+00

n r X
nz_:lﬁx” o xe
C’est a dire (H;,) est vrai.
13) Ona:
[p(n+1]" _ [p(n+1]"
[p(n+ ]! (pn+p)...(pn+1)(pn)!
_ (pn)’
n—+oo (pn)p(pn)l
(pn)"~P

n—+oo (pn)'

Or par la question préliminaire, le rayon de convergence de la série en-

i (PP p
tiere Y ———x"'"” est +oo, donc Sr,p(x) ~ xP§,_ p,p(X),
! n—+00

Sr,p(x) Sr—p,p(x)

xTeX n—+oo' xT—Pex '’ alors (Hr,p) e (Hr—l’yp)'
Montrons la validité de (H;, ).

Si r > 0, par application de la partie B, (H,,;) est vrai, et par application
de la question 7), (H,,) et (Hy,;) sont équivalents, donc (H,,,) est encore
vrai.

Si r <0, en fait I'implication précédente est une équivalence, et par ré-
currence Vk €N, (Hy,p) est équivalent a (Hy 4 kp,p)-

On a JkeNtel que r + kp >0, c’est une question de limite, et on a (H, )
est équivalente a (Hy,p,p), €t puisque r + kp > 0, d’apres le premier cas
(Hy+kp,p) €t par conséquent (H,, p) sont donc vrais.
C. Application a I'équation d’Airy
14) Soit neN*,
X 1
Up—Up1 = —-In(l+-)-xIn(1--)
n n
G S YL
= —(———)—-x(-———-—=)+o(—
n 2n? n 2n? n?

X 1
= ﬁ++0(ﬁ)

8



15)

16)

17)

Donc ) vy — vy

n=2
n

Mais v,, = ln(H

k=0

1 converge.

_k +xlnn=In " n*
x+k M (x+ K

La série télescopique Z vp—Up—1 converge, doncla suite (v,) ,>1 converge,

soit £ sa limite,on a ¢ € R, et

donc

n=2
n!

[T o (x+ k)
[[Jx+k) ~
k=0

n—+oo ['(x)

n* converge vers el = I'(x) >0,

n'n*

Lapplication t — ¢ est continue sur R, alors le probleme de cauchy sui-
() —tx(r) = 0

vant :

x(0) = 1 possede une unique solution f sur R.

X0 = 0
+0o0

Posons f (1) = Z a,t",onaalors:
n=0

+00

+00

Y (n+2)(n+1anpot" —Z an-1t"=0,0u2a2+ ) [(n+2)(n+Dapsz— an—1]t" =

n=0

alors

Vn=1,

n=1 n=0
0, par unicité du développement en série entiere et f(0) = 1, f 0) =0,
ag = 1
a = 0
a) = 0
Anio _ Gn1
(n+2)(n+1)

Connaissant les
(n-D+3=n+

3 premiers termes de la suite elle est donc bien définie
2).

Par récurrence, Vn e N, as;+1 = azp+2 = 0.

EtVneN, az,
1

1 1 1 1 1

ag =

1: Bn)(Bn-1)"1Bn-3)3n-4)"32" (3m)@Bn-3)..3.1) Bn-1)(3n-4)..

3"n! (3n—-1)(3n—

4)...(2)

2
D’autre part par la question 14). avec x = 3

no2
[]G+k) = ]‘[(2
k:O?’

n
Or [[@2+3k)
k=0
donc

=2.5...B3n-1)(3n +2), alors

2/3n| n2/3n!
+3k) —— alors H(2+3k) ~ 3l
3"+1 ~+oo T(2/3) Pl n—+oo”  [(2/3)
IT;_,2+3k)

=2.5...3n-1),
3n+2

(2



1 1 1 3n r@e/3)n'
T 30y T}, @+3K) n—+oo 3%n! gn+1 0230 n—+oo 327 (p!)?

3n+2 I'(@2/3)
2n
Varn(—)?" donc
0o e

asn

2n)!

n'2 n—+oo

~

n
Parstirling n!> ~ 27n(=)*"et(2n)!
n—-+oo e n

—+

re/3)nt? 2n)! 1
gn n'2 2n)!
['@2/3) (2\*" n'3 1
et ls)
sl @2/3) (2)2” 1
3) (@n)

VT
+00 /
= Z asn(£3/%)?" de rayon +oo, d’apreés un ré-
n=0

n—-+oo

n—+oo

n—-+oo

+00
18) Soit teR, f(1) = Y as,t>"
n=0

+00

(zn)—l/ﬁ

6T 2/3)
(o.0)

\/EZ

sultat admis a la question 13). et par 17), alors f () ot
- n=0

(2n)!
Par application de ce qui précede a (H-1/¢,2), alors
v \3 VT

316 1(2/3)
Onprend C = — .
2 Vm

~

t—+oo 2 t—+oo 2

sadikoulmeki@yahoo.fr
Omar SADIK CPGE My Driss Fes.

Pour les remarques
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