Signalons d’abord que ce probléme est presque entiérement repompé sur I’épreuve
a option M du concours de I’Ecole de I’Air 1992 en renumérotant les questions
et en changeant quelques notations. On a également ajouté quelques questions
intermédiaires, principalement au début quand ”1’auteur” du sujet était encore
en forme. On a méme supprimé des indications précieuses comme d’utiliser une
représentation graphique pour obtenir l’encadrement du I.H)... Supprimer la
question I.2.c) n’est pas une trés bonne idée dans le sens ou elle est indépendante
du reste et permet de”vérifier” les calculs (compliqués) de la fin. On peut af-
firmer que le jury Centrale TSI a une tres haute estime de la filiere TSI.
Remarquons aussi que le probleme n°2 des ENSI-TA de 1985 fait faire des chose
un peu plus simples, un peu ressemblantes mais souvent d’une autre fagon. Le
premier qui dit que le niveau des épreuves baisse a perdu.

Pour terminer rappelons que ’horaire hebdomadaire en sup et spé TA en 1985
était de 14H, de méme que celui des sup et spé M en 1992 tandis que I'horaire
hébdomadaire des sup et spé TSI est de 11 et 10H en incluant le soutien des
sup...

I.A) On étudie les variations de f définie par f (z) = 2+ 1n (1 —z). On calcule
facilement f’ (z) = 1_—36 < Osur [0, 1]. f est donc décroissante sur cet intervalle

T ~X
et comme f(0) =0
Vre 0,1 f(z)<0
De méme, 1’étude des variations de f définie par f () = x—In (1 4 x) de dérivée
% > 0 sur [0,1]. f est donc croissante sur cet intervalle et comme f (0) =0
x
Vee 0,1 f(z) >0

1
I.B) On a u,, — v, = — et donc lim wu, —v, =0.
n

n—4oo

1 n+1 1 1
D’autrepartun+1—un:n+1—ln - :n+1+1n<1—n—_i_1><0.0e
qui prouve que (uy) décroit.

1 n+1 1 1 . .
Enfin v,,41—v, = ——In = ——In( 1+ — | > 0. Ce qui prouve maintenant
n n n n

que (vy,) croit.
Ces deux suites sont donc adjacentes de limite y. On a donc

1
I.C) Pour avoir une valeur approchée & 107! pres, il suffit |u, — v,| < —, il

suffit donc d’avoir n > 10. v1g, u1¢ constitue donc un encadrement de 2 valeurs
approchées de 7 a 0 pres.
v=20,5
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Donc w,, o2 On travaille & partir d’un certain rang, > w, est une série

positive convergente.

p+k p+k p+k p+k 1
RTED SR SRS S
n=p+1 n=p+1 n=p+1 n=p+1 p
ptk ptk—1 p+k 1
SITED WD o
n=p+1 n=p n=p+1 p
=In(p+k)—Inp— (Spsr — Sp)
= Up — Up+tk

En faisant tendre k vers +oo, on obtient :

—+oo
D, wa=up—1

n=p+1

LE.1) fkk_lg(t) dt n’est que le calcul de l'aire d'un trapéze rectangle (!) de
hauteur 1 et de bases f (k—1) et f (k).

k
1/ 1 1
Odt = = [ —— + =
Aqﬁ<) 2<k—1+k>
I 1

“ak-1) 2%

I.E.2) Les fonctions étant affines sur chaque intervalle, la dérivée en un point
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fixe la pente de la courbe.

Vte]—oo,k:—l[ ht)y=f(k-1)t—-k+1)+ f(k—1)

2
1
:(k;— )Q(t—k+1)+m
—t 2
= +

1 1 1 1
I.E.3) Le seul probléme de continuité est en k — 3 h (kz - §> = o2 + p et la

limite & gauche en ce point est +
g p o 1)2 E_1

continuité de h. Sauf peut-etre si la différence est nulle :

. En général, on n’a donc pas

11 -1 1 (1 42k) (k—1)7 — (2k — 3) K2
262k \2k-1)7 k—-1) 2k2 (k —1)°
1
T U2 (k1)

Et donc, h n’est jamais continue en k — 3

LE.4) fkk—l h (t) dt n’est que le calcul de I’aire de deux trapezes rectangles (1) de

1 -1
hauteur 3 Les bases du premier sont - et = + e 1)2. Les bases du
d sont 1 " 1 -1
nd sont — et — — —.
second sont - et - — o5

/k htydt== | —— oy I 1
o1 T4 \k—-1 k-1 20k —1)° k k2K
1 2 L2 1
T4 \k-1 20k —1)°  k 2k?

IS S S 1
S 2(k—1) 2k 8K 8(k—1)°

LF) f est convexe car de dérivée seconde positive. g a pour courbe représentative
la corde de la courbe représentative de f et h a pour courbe représentative
deux tangentes & celle de f. La corde est au dessus d’une courbe convexe et les
tangentes en dessous... Ceci fournit sans calculs les inégalités demandées.
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I.G) De I'inégalité précédente, on déduit :

k k k
/ h(t)dt < f(t)dt < g(t)dt
k—1 k—1 k—1
1 11 1 k 1 1

- - 44— _ <1 < _
2(k—1) 2% 82 Sk—1)2 > k-1 2(0k-1) 2k

1
H) On enléve — a chacun des membres de 'inégalité précédente, ce qui donne

1 1,1 P 1
—_ —+— - —— = KW ——— — —
2(k—1) 2k 8k 8(k-1° " 2(k-1) 2k

On somme de k=n+1an-+p: onadabord

2k —1 + 32 2 S Wk
k:n+12(k_1) k:n+1 k=n-+1 Sk k= 8(k_1 k=n-+1
n+p
1 1 1
— wy
2n 2(n+p) 8%  §(n+p)’ k;I

On a également :

n+p n+p 1 n—+p 1
S 2 3D 2
NZ—H) Wk < i — 1

Pt S on (n+p)

1 1 < < 1
o snz YU TS,
1 _3 N R
L.I) Quand 2 < 1073, c’est & dire deés que n? > 125 ou encore n > 12, on a
Uy — o qui est une valeur approchée de v & 1072 pres. On choisit w1y — o
n
v 20,576
tn
II.A) fo dt est généralisée en 1 mais on verra que la fonction a une limite
__4n n—1 )
finie en 1 et donc 'intégrale converge. En effet on remplace T—7 = St de
- i=0
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limite n en 1, et on obtient :

1_¢n n_l/l. n—1 1
dt = t'dt =
/0 1—1t = Jo ;z-{—l
i:li

I1.B) Dans I’égalité précédente, on fait le changement de variable, monotone de

classe Ct, t = 1 — =, comme la premiere intégrale convergeait, on a :
n

O

:/"1—(1‘§)ndx
0

T
De plus u, = ), = —Inn, ce qui donne
i=1 17
nl— (1—f)n
un:/ —— "/ _dy—Inn
0 T
11— (1 f)n n1—(1—f)n
:/ — N/ dx—i—/ —— N/ dr—Inn
0 1 €T
11— (1 f) n (1 _ f) "1
:/ — N dr— / 7ndx+/ —dx —1Inn
0 1 €T 1 2
11— (1 f)n n (1 - f)
/ -~ n/ dx—/ S~ N7 gy
0 1 €

I1.C.1) La courbe représentative de I’exponentielle, convexe, est au dessus de
sa tangente en (0,1) d’équation y = 1 + x. On peut aussi faire un calcul de
variation comme au I.A). Ceci montre que

VeeR 14z <e”

I1.C.2) Les deux quantités étant positives, leur inégalité équivaut & I'inégalité

. \ N 7 x
de leur puissance —eéme. On retrouve le I1.C.1) ot on a changé z en ——.
n n

I1.C.3) On fait la méme chose qu’en II.C.2) mais en changeant x en L
n
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I1.C.4) Soit f (u) = (1 —u)" —1+nu, de dérivée ' (u) =n (1 -(1- u)n_l) >0
pour u € [0,1]. Comme f(0) =0:

Vue[0,1] (1—uw)"—1+4+nu>0

2
T . o oz A

On remplace u par — pour avoir I'inégalité demandée.
n

I1.C.5) L’inégalité de gauche n’est autre que le II.C.2). On réécrit le I1.C.4) :

(1—5) (1+f) >1- 2
n n n

On utilise IT.C.3) :

n n
2
T\™ _ - _
(1——) ze ¥ ——e "
n n
2
x° _ T\
—e " >e I—(l——)
n n

Ce qui est la deuxieme inégalité.
II.LD) Le probleme de convergence de l'intégrale est en +oo. La fonction est

e’ o o :
positive et pour x > 1, on a — < e* dont l'intégrale converge par limite finie
x

X
e e +o00 €

d’une primitive. [["7 —dz converge.
0z

On a an an
11—(1——) n(1——)
un:/ 7”@:—/ ~ N7y
et
22 T\ "
e_l——e_lg(l——) <e®
n n
D’ou
2 2

—T £ —T

T
L _ex n - 11—e+ —e* ne ¥ — —e
/ 7dx—/ —dxgung/ n dx—/ — N dx
0 € 1 X 0 €z 1 €z

1 — n _— 1 — n _— n
/ - dx—/ e—dxgung/ —C dx—/ e—dx—i——/ ze dx
0 € 1 X 0 € 1z n Jo

Or f0+oo re~*dx converge, par application par exemple du théoreme des crois-

1 o
sances comparées. donc lim — fo xe *dxr = 0. On passe a la limite dans les
n—4oo n

inégalités précédentes. Ces limites existent bien et par application du théoreme
des gendarmes :
1 - +oo —x
1—e™® e
v = / ——dzr — / —dzx
0 x 1 x
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III.A) On va faire un développement limité de ¢ a partir d’'un développement

limité & l'ordre 2 de e~ *.

1 1

1—(1—z+22/2+0(2?) =
1 1
x—x22/240(2?) =«

:i(m”)

2%4—0(1)

p(x) =

1
Ceci prouve que ¢ est prolongeable par continuité en 0 par 3 D’autre part,

111411 ¢ (x) = 1, ce qui prouve que ¢ est bornée au voisinage de 0 et de 400, et
T—T00

comme elle est continue sur ]0, +00[, elle y est bornée par K.

IIL.B) On a |e *¢ (z)] < Ke™ ™ dont lintégrale sur ]0,4+o0[ converge. Ceci

—T

prouve que f0+oo e % (x) dx converge absolument donc converge.

—T —nx —T

et —e e
II1.C) L’intégrale I, (a) converge puisque 0 < ————— < ——. De plus, on
a

T
peut casser cette intégrale en deux intégrales convergentes par le méme type de
majoration.

+oo —x —nx +oo —x +oo —nx
e — € e e
I (a)z/ 7@:/ —dx—/ da
a €T a €T a €T

On fait le changement de variable monotone de classe C! nx = u dans la
deuxieme intégrale par ailleurs convergente. On y remplacera formellement
ensuite u par x.

+oo —x oo —u +oo —x +oo —x
I, (a) = / erx —/ eru = / erx —/ erx
na —xT na 1 _ 1 _ —x na 1 na 1 _ —x
:/ e—dx:/ ¥CZJCZ/ —dx—/ (7e)dx
a € a € a T a €

na 1_ —x
zlnn—/ (7e)dx

T

II1.D) Pour f0+oo idm, le seul probléeme de convergence de l’intégrale

qui reste est en 0. Mais un développement limité donne :

e?—e ™ 1—x—14nx+o(x)

x x

=n—14+0(1)

Comme on a une limite finie en un point fini, 'intégrale converge.

mOOctlca.tex - page 7



De plus

) +oo e~ T _ g~ nw

lim I, (a) = —dx
0

a—0 x

par définition d’une intégrale convergente.

1—e™®
Soit F' une primitive de (7), F a bien une limite finie en 0 puisque son
T

intégrale converge.
I, (a) =Inn — F (na) + F (a)

On passe a la limite quand a tend vers 0 et :

+oo —x _ —nzx
lim I, (a) = / £ ~° dr=ln
a—0 0 x

IILE)

Vp = Sp_1—1nn

+oo —x _ _—nx
=5,_1 —/ CT° e
0 X
+oo 1
=S,_1 — - _ ,—nx - d
1 /0 (e e )<1—e—l <p(33)> T
“+oo —x _ ,—nx “+oo
=5n_1 _/ (eie)dx_i_/ (e—l _ e—nz) (P(l') dr
0 0

l—e®

—T

On pose u = e~%, qui est bien monotone de classe C' dans la premiere intégrale
qui est bien convergente.

+oo —r _ ,—nx 0 1— n—1
/ T —e™) fo = _/ L W
0 1

1—e2 1—wu

en utilisant le IL.A). Il ne reste qu’a conclure :
+oo
Up = / (e —e ™) p(z)dx
0

III.F) On casse encore la derniére intégrale obtenue en deux intégrales conver-

gentes.
+oo —+oo
Up = / e o(x)dr — / e "o (x)dx
0 0

K
Mais |e"™® ¢ (z)| < Ke ™, et O+OO Ke ™dy = —.
n

Ceci prouve lim f0+oo e "y (z)dr =0 et comme lim v, =+, on a aussi :
n—4oo n—4oo

—+oo
v = / e o (x)dx
0
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IV.A) ker (¢) et ker (¢,) sont clairement constitués des polynémes constants
Ry [X].

Im (¢;,) est donc de dimension n et comme deg(¢,, (P)) =deg(P) — 1 dés que P
n’est pas constant, Im (¢, ) = R,_1 [X] pour n > 1.

Et finalement Im () = R[X].

IV.B) Deux antécédants different d’un élément du noyau, c’est a dire d’un
polynéme constant. Si on fixe la valeur en 0 'antécédant est alors unique.
Il est de degré p + 1.

IV.C.1) Pour p > 1,0n a :

¢ (Qp) = Py (X +1) = Py (0) — (P, (X) — P, (0))
:Pé(X—i—l)—Pé(X)
:(PP(X+1)_PP(X))I

= (¢ (B) (X))’
= po_l

IV.C.2) On en déduit dans les mémes conditions :

1
o(jor)=x

1
Z_)Qp (0)=0
Ce qui prouve que :
1
Z_)Qp = 4p-1
IV.D) Le calcul devient assez facile par récurrence. On a
P} (X) = P(0) = pPyor (X)
X
Py (X) = XP)0) = [ pPyos (0
0

Il nous reste donc une constante a calculer. On a déja utilisé P, (0) = 0, de
plus, pour p non nul, P, (1) = 0. On obtient :

)= [ pPpea (o)

et donc : < L
Py(X) = [ pPys 0t X [ pPos by
0 0

ceci pour p non nul. On amorce avec Py (X) =1 qu’on peut faire de téte...
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On peut programmer facilement ce calcul en Maple. Si on fait au plus simple,
on peut par exemple avoir :

>P:=X;

>for p from 1 to 5 do

P:=expand (p*(int (P,X)-X*int (P,X=0..1)));
od;

Signalons que 1’énoncé utilise p et P dans la méme question, ce qui n’améliore pas
la lisibilité. Au moins, on n’avait pas cet inconvénient dans 1’énoncé d’origine...
On trouve :

P(X)=X

1 1
P1(X)=%X2—%X 1
P(x) - ix0 - Ly Ly
roo=dx Lo o
Py (X) = éXE’ —%X4+%X3 —%X
P~ Lo by B

IV.E) On a : P{(0) =0, P! (X) est donc du signe de P4 (X) qu’on factorise :

1 1 1 1
Py(X) = gX5 — §X4 + §X3 — %X

X(X-1)(2X —-1)(3X2 -3X —1)
B 30

(3X 23X — 1) n’a pas de racine entre 0 et 1. P (X) est donc décroissant sur
1 1
[0, 5] , croissant sur [5, 1] . On a donc :
1
P (3) < B <o

1 1
Et Ps <§> =128 acheve la question.
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IV.F.1) On cherche une relation de récurrence :
L pPpea (1)
I (k) = / - Trdt
o (t+k)”
e,
= =1
o (t+k)*

Sy RAIRLAUN
o (t+ k)P

- [ g no [,

R0 A0 , o[ 11 )
e+ k)P O+(p+1)/0 (t+ k)P p(o)[ p(ﬁ+k)p]o
=0
P} (0) 1 1
= Ip1 (k) + » ((1+k)p_k_p>
Ou encore : ) ) e P 0) . 1>
p+1 (k) = p()—T Axk’ W
IV.F.2)
[t P
A )_/0 (t+k)
_/1 t
Jo (t+k)°
_/1 1k
“Jo t+Ek (t+k)°
k+1 1
=1 (T>_k:+1
IV.F.3)
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IV.F.4) On utilise le IV.E) et on obtient :

1 [ 6
128 Jo (t+k)°

1 1 1
_ - )<k <0

IV.F.5)On a:
+oo +oo +oo
Up — Y = Z wy = Z Il(kz—l):ZIl(k:)
k=n+1 k=n+1 k=n
—+oo —+oo
1 1 1
= Is (k) + — S —
20 5 2 ((Hk)‘* kf)
+o0 +oo
1 1 1 1 1 1
ti (ﬁk)z _ﬁ> ‘§;<—1+k -7)

En effet, toutes ces séries convergent et pour les séries de différences, on a
facilement leur somme en prenant la limite des sommes partielles comme on I’a
fait au I.H). On reprend donc :

—iol(k)Jr ! Ly
T 1200 1202 ' 2n

L’encadrement obtenu au IV.F.4) nous donne :

1 1 1 1 1 1 1

_ _ < N =y
1286 T 100md 1202 T on SUn TS 19008 T 1202 T on

1 1010 1/6
IV.F.6) 1l suffit d’avoir —— < 10710, c’est & dire n > [ — ,n =21
128n6 128

convient. La valeur approchée cherchée est donc :
1 n 1 1
TR T 0% 21f T 12x 212 2x21
= (0, 5772156648
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