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MATHEMATIQUES II

(Deux pages dactylographiées)

N.B.1 a) Les parties I et II du probléme sont indépendantes.

b) Dans les calculs numériques, pour lesquels il est recommandé d'utiliser une calcula-
trice, le candidat indiquera sans justification la précision qu'il peut garantir (et qui
pourra &tre supérieure i celle que demande 1'énoncé).

N.B.2 Le probléme est commun aux trois options M, P', T.A., 2 l'exception des questions II-1
et II-2cdl-dassous :
II-1. Vérifier que, pour tout t e R,, la droite A(t) est tangente & C en A(t).

II-2. Vérifier que la droite &_ , lide a E, qui occupe & l'instant t la position A(t) dans
e, appartient & un plan fixe P &E E. |
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MATHEMATIQUES I1

{Deux pages dactylographiées)

N.B.1l a) Les parties I et II du probléme sont indépendantes.

b) Dans les calculs numériques, pour lesquels il est recommandé d'utiliser une calcula-
trice, le candidat indiquera sans justification la précision qu'il peut garantir (et qui
pourra étre supérieure & celle que demande 1'énoncé).

N.B.2 Le probléme est commun aux trois options M, P', T.A., éAl'exception des questions II-1
et II-2.

Notations : Le temps t décrit R , ensemble des réels positifs ou nul. On étudie le mouvement
E/e d'un espace affine euclldlen orienté E par rapport & un espace affine euclidiep Qr;ente
e, d'espace vectoriel associé e ie,est rapporté a un repére orthonormé positif (0; 1i,j,k) ;
E est rapporté & un repeére J K) dont, a tout instant t, la "position" est un repére
orthonormé positif (A(t); I(t 5_—§ irfj) de e.

Le mouvement E/e est deflnl par :
T(t) =cos t i+ sint ]
J’(E'S:cosa(t J(S+smu(t)k ouJ(tS_kATtT
0A(t) = a J, + £(t) k
ou a est une constante réelle strictement positive, et ou a et £ sont des applications deux
fois continlment dérivables de R+ dans R, telles que a(0) = % et £(0) = 0.

Qit; et A(t) désignent respectivement le vecteur rotation instantanée et l'axe instantané
{de rotation et de glissement) & l'instant t, dans le mouvement E/e.

Partie préliminaire 0.

O-1. Déterminer-les composantes de J( t) et K(t) dans la base (1 iLﬁ de e,
Déterminer les composantes de Q\ts dans la base (I(t 5 Jit K(AT de e.
0) )

0-2. Montrer que 1l'on peut choisir l'application a (telle que af

instant t les vecteurs 2(t) et I(t) + J(t) soient orthogonaux.

L'application a étant ainsi choisie, dresser son tableau de variation, et expliciter en
fonction de t, d'abord sin a(t) et cos a(t), puis les composantes de Q(t).

Partie I. Dans cette question, on adopte : cos a(t) = th t ; sin a(t) = E%E .

On désigne par M le point mobile par rapport & e qui est défini par.: oM(t) = K(t).

Soient I la trajectoire de M et y la projection orthogonale de I sur le plan (O; ?.j)

% de fagon gu'a tout

I-1. Montrer qu'il existe un unique réel t, [0 ,2] tel que la tangente a y au point m, de

paramétre t, 501t dirigée par J ; calculer des valeurs approchees a 5. 10 prés de t, et des
coordonnées (x,,y,) de m,.
Donner une équation polaire de y ; tracer soigneusement l'arc de y qui correspond & :

te [0, ] en prenant 5 centimétres pour unité graphique.

I-2. 501t T un réel strictement positif. Calculer la longueur de l'arc de la trajectoire T
qui correspond 2 t ¢ (O, T] ; que se passe-t-il quand' T tend vers 1'infini ?

I-3. Pour t donné, on désigne par D(t) la tangente en M(t) au cercle section de la sphére de
centre O et de rayon 1 par le plan qui contient le point M(t) et la droite (0; k). Trouver
un vecteur directeur de D(t) et montrer que cette droite se déduit de la tangente en M(t) &
I' par une rotation d‘axe (O; K=, d'angle a déterminer.

Partie II. On reprend : cos a{t) = th t, sin a(%) = E%E . .
On désigne par C la trajectoire du point A (lié 3 E) dans son mouvement par rapport a e

{cf.données),

RPN AR



_— 6;3 —_

-2 -

T1i-1. Déterminer l'application f (telle que f(0) = 0) de fagon que soit vérifiée la condition
(i) Pour tout t ¢ R+, l'axe instantané 4(t) est tangent 4 C en A(t).

4, désignant la droite liée 3 E qui cccupe & l'instant t la position 4(t) dans e, vérifier

gue (i) implique

(ii) Pour tout ¢t eIR+, A, appartient & un plan fixe P de E,

t
I1-2. Montrer que réciproquement, {ii) implique (i). (Cette question II-2. est indépendante
de 1z suite, mais une importance particuliére lui sera attachée).
Dans toute la suite on adopte
cos alt) = th t ; sin a(t) = E%E ; f(t) = a sh t.

I1-3. Hontrer que le vecteur I(t) + J(T) dirige la binormale en A(t) & la trajectoire C de
A. Que peut-on en conclure (& propos de la courbe C) pour P(t), position du plan P dans e, a
1'instant £ ?

II-4. Quand t décrit R+, A(t) engendre une surface S de e. Montrer que celle-ci peut &tre
recrésentée paraméiriquement par
(t,A)—= Q(t,x), avec A(Z) Q(t,A) = x a(t)

Trouver un vecteur normal 4 S au point Q(t,A}, tel que X{£ O.
Vérifier que pour tout t e R+, S admet P(t) pour plan tangent en tout point de A(t) distinct
de AlZ).

11-5. Soit B(t) le point de A(t) défini par : A(t) B(t) = ——o——— Q(t).
)
Talculer, quand t décrit [0, 2r]
a) 1'aire de la portion S' de la surface S décrite par le segment de droite[A(t), B(t)] ;
b) ,\'aice de la portion ?' du plah P décrite par le segment de droite [A,BJ, ol B, est le
pcint 1ié a3 E qui occupe 3 1'instant t la position B(t) dans e.

Pour a = 2, donner une valeur approchée 3 5.107% prés de ces aires.
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