Concours 2021 E3A - MP - Mathématiques Unique Durée : 4 heures

2021 - E3A - MP - MATHEMATIQUES UNIQUE
UN CORRIGE

Exercice 1.

% =e oM@ g £0

1 siz=0 "

Par composition de fonctions usuelles continues, f est continue sur ]0,1].

Par croissances comparées, lim zln(z) =0 donc lim f(z) = lim e @ =0 =1 = £(0).
z—0t z—0t z—0t

1. e OnaVzEI,f(:c):{

Donc ’ f est continue sur I = [0, 1]. ‘

e La fonction fy est constante donc continue sur [0, 1].
0 siz=0
e Soitne N*.Vx eI, fo(x)=14 (=1)"
n!
Par composition de fonctions usuelles continues, f,, est continue sur |0, 1].
Par croissances comparées, lim xln(z) =0 donc lim (zrln(z))" =0et lim f,(z) =0= f,(0).
z—0t z—0+t z—0+

(zln(x))™  sinon

Donc ’pour tout n € N, f,, est continue sur I = [0,1]. ‘

2. Pour z =0, fo(x) =1et Vn > 1, f(x) = 0 donc la série Z fn(0) converge simplement vers 1 = f(0).

n>0

-1)" -zl "
Soit z €]0,1]. Pour n € N, f,(z) = ( ') (zIn(z))" = M

n! n!

| n
La série E fulz) = g M est une série exponentielle avec z = —z In(x), or cette série converge absolu-
n!
n>0 n>0

ment, donc converge simplement, vers e~ () = =% = f(z).

Finalement, | la série de fonctions Z fn converge simplement sur I = [0, 1] vers la fonction f.
n>0

3. Soit la fonction ¢ continue sur I définie par V¢ €]0, 1], ¢(t) = ¢1In(t).
Par croissances comparées, lim+ xzIn(z) = 0 or ¢ est continue sur I, donc ¢(0) = 0.
z—0

© est dérivable sur |0, 1] et l'on a :
vt €]0,1], ¢'(t) =In(t) + 1.

Ainsi ¢'(t) =0 In(t) = -1 t=clet ¢'(t) >0st>e L. On obtient le tableau de variations de ¢ sur I :

T 0 e ! 1
¢'(z) - 0 +
0 0
p(z) e e
—e

4. e Puisque lim+ ¢'(t) = —oo et ¢(0) = 0, le graphe de ¢ admet une tangente verticale d’équation z = 0 au point
t—0

d’abscisse 0.

Puisque ¢’(1) =1 et ¢(1) = 0, le graphe de ¢ admet une tangente d’équation y =  — 1 au point d’abscisse 1.
Puisque ¢'(e71) =0 et p(e™!) = —e™!, le graphe de ¢ admet une tangente horizontale d’équation y = —e~! au

point d’abscisse e~ !.

e On représente ensuite le graphe de la fonction ¢ sur I en plagant les tangentes et les trois points du graphe (0, 0),
(e7!,—e1) et (1,0).

5. La question précédente montre que |p| est bornée sur I et atteint son maximum sur I en e~

Donc la norme infinie de cette fonction sur I vaut : ||¢||oo.; = e~ 1.

La fonction fy est bornée sur I et || folloo,r = 1.

1 -1

, avec |p(e™1)| =e¢

Soit n € N*. On a f,(0) =0 et Vo €]0,1], fo(t) = (=1 (p(z))™. Donc la fonction f,, est bornée sur I et :

n!
1 n (efl)n
Valloes = = (lelo, )" = .

1
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—1>n
Ainsi |Vn €N, | fulloos =

n'

—1\n
. € L - . _ .
La série E % est une série exponentielle (en z = e~!), donc elle converge absolument donc simplement.
n!

n>0
. . (e~H)n . .
Puisque la série E | frlloo,r = E 77— converge, | la série de fonctions g fn converge normalement sur I.
n!
n>0 n>0 n>0

6. 6.1. On pose Vz € R,Vt €]0, +o0[, g.(t) =t""te "

e La fonction g, est continue sur ]0, +oo[.

1
2 — T+l -t =
. Lorsque t— 400, t gx(t) = ¢+, t4>_+>oo 0 donc gaz(t) =0 <t2) .

+oo
L’intégrale de Riemann / t—th avec a = 2 > 1 converge. Par régle des petits o pour les fonctions
1

+oo
positives, I'intégrale / gz (t)dt converge pour tout = € R.
1

e Lorsque t — 01, g, (t) ~t"7 ! = .
1
1
L’intégrale de Riemann / t—th converge si et seulement si « = 1—x < 1 soit > 0. Par régle des équivalents
0

1
pour les fonctions positives, I’intégrale / gz (t)dt converge si et seulement si x > 0.
0

“+o0
Finalement, l'intégrale / t*~Le~tdt converge si et seulement si z > 0.
0

’Le domaine de définition de I" est RY =]0, 4-o00]. ‘

+oo +o0
6.2. OnaT'(1) = / e tdt = [— e_t}o =1.

0
Soit n € N*. On effectue une intégration par parties, valable puisque le crochet suivant admet une limite nulle :

Fn+1)= /O+°<> the"tdt = [t"(—e_t)}:m - /O+OO nt" "t (—e ) dt = nI'(n).

La formule de récurrence Vn € N,T'(n + 1) = nI'(n) avec I'(1) = 1 conduit a ’ VYne N T'(n+1)=n!. ‘

7. Soit n € N*. On effectue le changement de variable v = —In(t), qui conduit & t = e™*, dt = —e “du :
1 n 1 n +oo +o0
In :/ fa(t)dt = #/ (tn(t)"dt = ( ') / (e7"(—u))" e “du = 7'/ ue— DU gy,
0 o Jo nJo n! J,

On effectue le changement de variable v = (n 4+ 1)u, dv = (n + 1)du :

L[ v \" 1 1 [t
Jp = — e’ dv = (n+ 1)_("“)—/ Doy,
n! Jo n+1 n+1 n! Jo

On reconnait le terme I'(n + 1) :

1 1
Jn = (n+ 1)_("+1)mf(n +1)=(n+ 1)_(”+1)an! = (n+1)"(*+D),

Ainsi |Vn e N*,  J, = (n+ 1)—(n+1).

1 1
Remarquons que cette formule est encore valable pour n = 0, puisque Jy = / fo(t)dt = / 1dt = 1.
0 0

8. o Par la question 1, chaque fonction f,, est continue sur I.

e Par les questions 2 et 5, la série de fonctions E fn converge normalement, donc converge uniformément
n>1
vers f sur le segment 1.
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On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme pour une série de fonctions continues convergeant
normalement sur un segment :

1 1 [/+oo +oo 1 +oo +oo +oo
S RCCEY N AT UED o) (FCTED SEASS SURRRERES i
0 0 n=0 n=0 0 n=0 n=0 n=1
+oo
Donc | J = Z n~".
n=1
n +oo
9. Posons S,, = Z k% la somme partielle dordre n > 1 et R, = J — S,, = Z k= le reste partiel d’ordre n.
k=1 k=n-+1
1 1
Pour k >n,ona k+1>n+1 donc k—kgm

On majore le reste partiel par la somme d’une série géométrique de raison 1 < 1, donc convergente :

“+oo “+oo

Roeges- Y bey Lo Lo s Lo L 1]
T A S R G T e T G G I T e 0 T
n

On a 2'9 = 1024 > 103 donc 220 > 106.
Pour n="7:n(n+1)" =7x 8" > 8" = (23)7 = 22! > 105. Ainsi

Pour le rang ng = 7, la somme partielle .S,,, d’ordre ng est une valeur approchée de J & 1076 pres.
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Exercice 2.

1.1.1. Théoréme spectral : soit f un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E. Alors f est diagonalisable
en base orthonormale. Autrement dit, il existe une base orthonormale de F formée de vecteurs propres de f.
De plus, E est la somme directe orthogonale des sous-espaces propres de f.

1.2. Dans cet exercice, f est un endomorphisme symétrique de E non inversible et non nul.

e Puisque f est non inversible, f est non injectif donc Ker(f) # {0}. Par suite,

e Puisque f est symétrique, f est diagonalisable en base orthonormale par le théoréme spectral. Supposons
par l'absurde que 0 soit la seule valeur propre de f : Sp(f) = {0}. Soit B une base orthonormale formée de
vecteurs propres de f, alors Matg(f) est une matrice diagonale dont la diagonale contient les valeurs propres
de f, donc sa diagonale est nulle. Ainsi Matg(f) = 0 d’ott 'on déduit f = 0. Ceci est absurde car on suppose

que f est non nul. Donc ’ f admet au moins une valeur propre non nulle. ‘

1.3. e Soit z € Ker(f) et y € Im(f). Puisque = € Ker(f), on a f(x) = 0. Puisque y € Im(f), 3z € E,y = f(z). En
utilisant que f est un endomorphisme symétrique :

(zly) = (2] f(2)) = (f(x)]z) = (0]z) = 0

On a montré que Vz € Ker(f),Vy € Im(f), (z]y) = 0, donc ’Ker(f) et Im(f) sont orthogonaux. ‘

e En particulier, Ker(f) et Im(f) sont en somme directe. Par le théoréme du rang :
dim(Ker(f) @ Im(f)) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) + rg(f) = dim(E) = n,

or E est le seul sous-espace vectoriel de E de dimension n.

Donc ’Ker(f) @Im(f)=F ‘ et ’Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires. ‘

1.4. Puisque f est symétrique, F est la somme directe orthogonale des sous-espaces propres de f :

@Kerf Mdg) = @Kerf Aldg) = @E

AESP(f) 0<j<k 0<j<k

k
Soit « € E. Iz, x1,...,2k) € Eg X E1 X ... X Ej, tel que = Z:z:j.
§=0
Soit 7 € [|0, k|]. p; est le projecteur orthogonal sur E;. Puisque z; € F;, on a p;(z;) = ;.
Puisque les sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux, pour j # i,onaz; € E; C Ei+ donc p; (z;) =0.

k
ZIJ Zpl :E] =Di xz) = Xy
=0

k

k k k
Vr € F, :C:Z:Ej :ij(:v): ij (z). Donc IdE:ij.
=0 i=0 =0

=0

1.5. Soit (4,7) € [|0, k[]* tel que i # j.
Puisque f est symétrique, les sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux, donc E; C Eit.

Soit = € E. p;(x) € E; C E;+ donc p; o p;j(z) = pi(pj(z)) = 0. Donc |V(i,5) € [|0,k[]>, i#j=piop;=0.
1.6. Soit z € E. Alors Vj € [|0,k|], pj(z) € Ej donc f(p;(z)) = Ajpj(z). Il vient :

z = Idg(z Zp]

k k
ij(w) ZZf(pj(w)) =D Api@) = | D Aipy | (2).
j=0 j=0 =0 =0

=
8

SN~—
I

k
Donc | f = Z)\jpj.
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1.7. p est le projecteur orthogonal sur Im(f). D’aprés la question 1.3, Ker(f) est le supplémentaire orthogonal de

Im(f) donc p est le projecteur orthogonal sur Im(f) parallélement a Ker(f).
k

Soit z € E, que 'on écrit x = ij (z)
§=0
o po() € Ker(f) done p(po(x)) = 0.
o Soit j € [|1, k. pj(z) € E; donc f(p,(x)) = Ajp;(x). Montrons que p;(z) € Im(f) :
1 1 1
() = 3 Ams(o) = 5 Fse) = £ (§0ste) ) € (),
On en déduit que V5 € [|1, k], pj(z) € Im(f), donc p(p;(z)) = p;(z).

On obtient finalement :

k k
;Jpj(x) :Jz::OP(Pj() p(po( +prj Zp] . Donc |[p=

:0 =p;(z)

Pj-

<.
[e=}

2. Quelques propriétés de ’inverse généralisé.
k

k
2.1. e Puisque /\0 = O, on a f = Z)\jpj = Z/\jpj.
=0 =
D’aprés la question 1.5, si ¢ # j, p; o p; = 6 (I'endomorphisme nul). Puisque p; est un projecteur : p? = p;.

D’ou :
k Eog k A
f0f1<z)\ipi>o Zypj = Z)\* opj = Z)\ Zplf

e Soit (z,y) € E2. On a :
fz= 1) = f@) = fo f'(y) = f(2) = ply)-

Ainsi

vl eRe() & f(z-fW)=0 < f@)=py)

Dot |V(z,y) € B2, (f(z) = p(y) & = — [ (y) € Kex(f)).
2.2. Soit y € F fixé.

e Im(f) est un sous-espace vectoriel de E, qui est de dimension finie car E est de dimension finie. p est le
projecteur orthogonal sur Im(f).
La distance de y a Im(f) est définie par :

dly.Im(f)) = inf fJu—y] = inf | £(z) ~v].

D’aprés le cours,

d(y,Im(f)) = inf 1£(2) —yll = lly — p¥)]-

e Soit x € E. Alors f(z) — p(y) € Im(f) et p(y) —y € (Im(f))* = Ker(f). On a montré que Ker(f) et Im(f)
sont des supplémentaires orthogonaux, donc les Vecteurs f(z) —p(y) et p(y) — y sont orthogonaux.

e On applique le théoréme de Pythagore :

1@l = | (1)~ p0) + () )| = 7@ -p) > +ip(w) o1 = ||f<z>p<y>||2+(;gg 1£(z) - y||)2.
D’aprés la question 2.1, on en déduit que :

I£() =yl = ik [I£(z) —yll = [f(z)=py)]=0

< flz) =ply)
&z — f(y) € Ker(f).
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Finalement | Va € B, (|If(x) = yll = inf |I£(=) = yll & = = £'(y) € Kex(f) ).

3. Application a un exemple.

3.1.

3.2,

3.3.

3.4.

3.5.

3 0 -1 0
0 1 0 -1
A=Mats(f)=1|_, o 35 |
0 -1 0 1

e A est lamatrice de f dans une base orthonormale et A est symétrique, donc f est un’ endomorphisme symétrique.

e La matrice A = Matg(f) est non nulle donc

e La matrice A posséde deux colonnes liées (les colonnes 2 et 4), donc det(A) = 0, A n’est pas inversible et

’ f est non inversible. ‘

La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable.

1 0 -1 0

0 -1
-1 0 1 0
o -1 0 -1

0
A —2I, =Matg(f) = Ker(A — 2I4) = Vect (1)

b

O = O =

-1

On conclut que rg(A — 2I,) = 2 donc par le théoréme du rang, dim(Ker(A — 2I4)) = 2. Donc 2 est valeur
propre de A et la dimension du sous-espace propre associé vaut 2.
Puisque A est diagonalisable, pour chaque valeur propre A de A, la dimension du sous-espace propre associé a
A est égale a la multiplicité de A dans le polyndéme caractéristique.

Donc la multiplicité de 2 dans le polynéme caractéristique vaut 2. Ainsi ’ 2 est valeur propre double de A. ‘

f est non inversible donc 0 est valeur propre de f. De plus rg(A) = 3 donc par le théoréme du rang,
dim(Ker(A)) = 4 — 3 = 1. 0 est valeur propre de f et la dimension du sous-espace propre associé est 1.
Puisque f est diagonalisable, 0 est valeur propre simple de f.

f posséde quatre valeurs propres comptées avec multiplicité. Ay = 0 est valeur propre simple de f et \; = 2 est
valeur propre double de f. Soit A2 la derniére valeur propre. La trace est égale a la somme des valeurs propres
de f comptées avec multiplicité, d’ou :

Tr(f) =Tr(A) =8= ) A=A +2\ + A =4+ Xy
AeSp(f)

Donc Ay = 4. ’ L’endomorphisme f admet exactement 3 valeurs propres distinctes : Ag =0 < A1 =2 < Ay = 4.

Puisque f est un endomorphisme symétrique, non nul et non inversible, on peut appliquer les résultats de la
question 1. D’aprés la question 1.6 :

2
f= Z Ajpj = Aopo + A1p1 + A2p2 = 2p1 + 4pa.
=0
Pour j € [|0,2]], M; est la matrice de p; dans la base B. Donc

A =Matp(f) = Matp(2p1 + 4p2) = 2Matg(p1) + 4 Matg(ps) = 2M; + 4Mos.

Ainsi ] A = 2M, + 4Ms,. \

On a montré que x7(X) = X (X — 2)%(X — 4) donc Az = 4 est valeur propre simple de f.
Puisque f est diagonalisable, la dimension du sous-espace propre associé & Ao = 4 est égale a la multiplicité de

A2 dans xy, donc | dim(Es) = 1.

-1 0 -1 0 1

0 -3 0 -1
1 0 -1 o Ker(A — 414) = Vect 1

0 -1 0 -3 0

A — 41, = Matg(f) =
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On retrouve dim(FEs) = dim(Ker(f — 41dg)) = dim(Ker(A — 414)) = 1.
De plus on en déduit que Fy = Ker(f — 4Idg) = Vect(e; — e3). Soit vy € Es tel que |vz|| = 1, alors
Ja € R, vy = a(e; —e3). Par le théoréme de Pythagore (les vecteurs e; et e3 sont orthogonaux et de norme 1) :

1
lv2||* = a®(||e1]|® + |les]|?) = 2a* = 1 donc a = +—.

V2

1
Par exemple, le vecteur |ve = ﬁ(el —e3) € Ey | et vérifie | [|ug]| = 1.

3.6. Puisque Es est de dimension 1, By = Vect(va) et (v2) est une base orthonormale de Es.
Soit x € E. pa(z) € Eo donc Ja € R, pa(x) = avs.
On écrit & = po(x) + (z — p2()) avec pa(x) € By et (z — pa(x)) € E5-. Alors

(efo2) = (po(@) + (@ = pa(@))v2) = (pal@)fv2) + (2 = pa(@)lv2) = (avalea) +0 = alos|* = @

D’ou a = (z|vz). Donc ’Vz € E,pa(x) = (z|vg)ve. ‘

1
3.7. On rappelle que vy = \ﬁ(el — e3). Calculons ps(e;) pour 1 <i<4:
(e1) = (er|va)va = L(e ler —eg)va = Lv = 1(e —e3)
p2(€1 1|V2)V2 \{5 1/€1 3)U2 NG 2 5le 3)-
e = (eglvg)va = ——(ealer —ez)va = 0.
pa(e2) (ealv2)va \/5( 2ler — e3)va
(e3) = (eslva)va = i(e ler —eg)va = —iv = 1(—e + e3)
YZ2ACH] 3|V2)V2 \{5 3|€1 3)V2 /2 2 B 1 3)-
e = (e4ve)va = ——=(e4ler —e3)va = 0.
p2(ea) (ea|v2)va \/5( aler — e3)va
On en déduit la matrice My de ps dans B = (e1, ez, e3,¢€4) :
/2 0 -1/2 0 1 0 -1 0
0 0 0 0 110 0 0 O
My =Mats(p2) = | _1)9 g 12 0|~ 32|-1 0 1 0
0 0 0 0 0O 0 0 O

1
4. e Calculons la matrice M;. D’aprés la question 3.4, A = 2M; + 4M5. On a donc M, = §A — 2M,>. Ainsi :

3/2 0  -1/2 0 1 0 -1 0 1 0 1 0
1 o 12 0 —1)2 0 0 0 O 1[0 1 0 -1
My=gA=2Ma=| _1p o 32 o0 | |-10 1 0 Mi=311 0 1 o0
0o -1/2 0 1/2 0 0 0 0 0 -1 0 1
"1
e Ona f! :prj’ donc
j=1 "
1 1 1 1 1
Iy _ 2ol N N — = n_* =
Matg(f*) = Matg ;)\jpj ;)\j Matg(p;) ;)\jMJ. Matg(f*) 2M1+4M2.
D’ou
1 0 1 0 1 0 -1 0 3.0 1 0
1 110 1 0 —-1] 1 1]l0 0 0 O 1{o 2 o0 -2
Iy _ ~ - - - Iy _ —
Mats(F)=5>511 o 1 o |*t2%z|=1 0 1 of [MU)=511 o 3 o
0 -1 0 1 0 0 0 0 0 -2 0 2
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Exercice 3.

1
1. D’apreés le cours, la fonction ¢ — ¢ est développable en série entiére sur | —1, 1], de rayon 1, et son développement

en série entiére vaut :
vt el —1,1], 77275”

On en déduit que Gx est développable en série entiére sur | — 2, 2[ et que son développement en série entiére vaut :

1 1 1 1+OO ¢ n +oo 1 n+1
wel-22 Gx=3 =3 m5 0 (5) - [Gx0=2(5) -
n=0

n=0

2. D’apres le cours, pour a € (R\ N), la fonction ¢t — (1 + ¢)° est développable en série entiére sur | — 1, 1[, de rayon
1, et son développement en série entiére vaut :

+oo

o n ala—1)...(a=n+1) 1
Viel-1,1, (1+)*=1+ Elant avec Yn > 1,a,, = py :akl_[(a—k).
n—= =0

On applique ce résultat avec a = 1/2 ¢ N. La fonction ¢ — (1 + t)'/? est développable en série entiére sur | — 1, 1],
de rayon 1, et son développement en série entiére vaut :

+oo n—1
1 1
Veel - 1,1, (1487 =14> ant" avec Vn > 1,a, = — [] <—k>
n!
n=1 k=0

Déterminons a,, pour n € N* :

11 —1)n L 1 )t ok -1 (1) 1 (—) 1t o
= o 1 (2_k> = n!) I (k_ 2) - n!) ] == (2%2! []@k-1) = 2n—1( 2”)n! [I@k-1).

k=0 k=0 k=0 k=1

Calculons le produit des entiers impairs compris entre 1 et 2n :

On en déduit que

Finalement,

n * (_1)n 1 27’L
Vte]—l,l[, (1+t1/2 1+Zant avec VnGN, an:m n

ol a, est le terme d’ordre n € N* du développement en série entiére de ¢ — (1 + t)1/2.

3. D’aprés la question précédente, on a :

vt €] —2,2], 1_;:1+§% (_;)":Hf(;)" (2(;1_)’;); (2:)”:1_*2”%_11)8(2”)”.

n=1 n=1

On peut donc développer en série entiére la fonction Gy sur | — 2, 2] :

Vie]—-2,2, Gy(t)=2-vV2—-t=2-2 1—% (2 - +\fz 2n—18 <2n)tn.
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Le développement en série entiére de la fonction Gy est :

n

+oo

n=1

. Par définition d’une série génératrice et d’aprés la question 1,

+oo +oo 1 n+1
Viel- 1,1, Gx(t)=> P(X=n)}t"=>Y_ (2> t".
n=0

n=0

Par unicité du développement en série entiére de Gx sur | — 1,1 :

1 n+1

Par définition d’une série génératrice et d’aprés la question 2,

+o0 oo
e Grl) = 3Ry =i = 2 - VD) + 3 o (e
n=0

n=1

Par unicité du développement en série entiére de Gy sur | — 1,1] :

P(Y=0)=2-Vv2 et VnelN, P(Y:n):@%‘/%wl(?:),

. On utilise la fonction génératrice de S. Puisque les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, on a Vt €
] — 1, 1[, Gs(t) = Gx+y(t> = Gx(t)Gy(t). 11 vient :

1 2 1 1 1 £\ 2
Viel—-1,1 Gs(t) =Gx(t)Gy(t) = ——2—-—V2—-1t) = — = ——(1-= .
6] ’ [7 S() X() Y() 2—t( ) 2 _ ¢ \/m 1—t/2 \@( 2>
D’aprés le cours, pour a = —1/2 ¢ N, la fonction ¢ — (1 + t)*l/2 est développable en série entiére sur | — 1,1[, de

rayon 1, et son développement en série entiére vaut :

+oo n—1
1 1
viel—1,1, (14t~ Y2=1+ E bpt™ avec Vn > 1,b, = — H (_2 _ k> )
" k=0

n=1

Déterminons b,, pour n € N* :

= 3T (4 - SR (2) - 2 - G )

k=0

Ainsi

—1/2 +oo +oo +o0
t (—].)n (_1)n 2n\ ,, 1 /2n\ , 1 /2n\ ,
vt 6]_171[7 <]—_2> =1+ on In n t" =1+ E 3\ n t" = E AN t".

n=1 n=1 n=0
Enfin
1 1 AN
Viel—-1,1 Gst)=Gx(t)Gy(t) = ————(1-=
-1l Gs()=Gx(0Gr() = 15— (1-5)
SEEREHE
n=02n ﬁnzOS” n
_ S (Lo L)y,
o\ 2sn\n ’
Par unicité du développement en série entiére de Gg sur | — 1,1 :
1 1 1 /2n
vneN, P(S=n)=— - —— .
" (5=m)= 5 m(n>
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6. Calculs d’espérances et de variances.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

On a montré que

Donc (X + 1)(2) = N* et de plus :

VneN, P(X+1=n)=PX=n-1)

(6 =503

1
la variable aléatoire X 4+ 1 suit une loi géométrique de paramétre p = 3

Ainsi

1
D’aprés le cours, puisque X + 1 ~ G(p) avec p = 2 et par linéarité de ’espérance :

1
Z=2
P

E(X+1)=E(X)+1

Donc | E(X) = 1.

1
D’aprés le cours, puisque X + 1 ~ G(p) avec p = 2 et par propriété de la variance :

Donc | V(X) = 2.

1-p
p2

VIX+1)=V(X)= =2.

Déterminons a 'aide de la fonction génératrice Gy ’espérance des variables aléatoires Y et V(Y —1) :

Gy(t) = 2-v2—1
1
() = 5 BY) =G 1) = 5
Gi) = oo EOY D) =G = g
- 1 1
Ainsi E(Y):§ et E(Y(Yfl)):z

On en déduit la variance de la variable aléatoire Y :

1 1 1 1 1
VY)=EY?)-EY) =EY (Y -1)+EY)-EY)*= 1T 17y V(YY) = 3
Par linéarité de ’espérance :
3
ES)=EX+Y)=EX)+EY)=1+- E(S):i'
Puisque les variables X et Y sont indépendantes :
5 5
V(S)=V(X+Y):V(X)+V(Y):2+f:§ V(S):E.
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Exercice 4.

1.

On a deg(1) =0, deg(X —1) =1,...,deg(X*(X — 1)) =k + 1,deg(X" (X — 1)) = n.

La famille B = (1, X — 1, X(X —1),..., X" (X — 1)) est constituée de polynémes de R,[X]. Cette famille de
polynémes est échelonnée en degré donc est libre.

B est une famille libre de cardinal n + 1 dans R,,[X] qui est de dimension n + 1, donc c’est une base de R,,[X].

Donc |B= (1,X — 1, X(X —1),..., X" (X — 1)) est une base de R,[X].

Généralités sur o.

2.1.

2.2.

3.1.

3.2.

3.3.

Pour P € R, [X], on a ¢(P) € R.
Soit (A1, A2) € R? et (P, P,) € R,[X]?. Par linéarité de l'intégrale :

1 1 1
(p(>\1p1 + /\QPQ) = / (/\1P1 + /\QPQ)(t)dt =)\ / Pl(t)dt + Ao / Pg(t)dt = )\1@(]31) + )\2(,0(P2).
0 0 0

Donc ¢ est linéaire. Ainsi ¢ € L(R,[X],R) et ’gp est une forme linéaire sur R, [X]. ‘

¢ € L(R,[X],R) donc Im(p) est un sous-espace vectoriel de R. Puisque R est de dimension 1, Im(y) est de
1

dimension 0 ou 1. On a ¢(1) = / 1dt =1 # 0 donc ¢ est non nulle, rg(p) # 0 donc rg(p) = 1. Im(p) est de
0

dimension 1 donc |Im(p) = R.

Par le théoréme du rang : dim(Ker(p)) = dim(R,,[X]) —rg(p) = (n+1) —1 = n. ’dim(Ker(cp)) =n ‘ et Ker(p)
est un hyperplan de R, [X].
Soit (A1, X2) € R? et (Py, P2) € R,[X]?. Par linéarité de l'intégrale :

x

Vx € R72/J()\1P1+)\2P2)($) = AJ(A1P1+A2P2)(t)dt = )\1\/0 -Pl(t)dt-i-)\g /(:c Pz(t)dt = >\1QD(P1)(CE)+)\2§0(P2)((E)

Donc (A Py + AaPs) = Ao(Py) + Aop(Ps). Ainsi

Soit k € [|0,n|]. On a :

th+1 TC pht1
0

VreR, (X*)(x) :/Omt’“dt: [

k+1 k+1
1
On en déduit que ¥(X*) = mX’“H. Puisque (1, X,..., X* ... X™) est une base de R,[X], on a :
1 1 1
I = D), (X),. ., 0(XF), .. (X)) = X, -X?, . —— XM ——xH
() = Veet (1), (), H0E) o 0(X) = Voot (X X% XL )

= Vect (X, X?,... Xk X"F).

Dot | Im(v)) = Vect (X, X2,..., X5 . X"t
Soit P € R,,[X].

P € Ker(p) e(P)=0

1
P(t)dt =0

0
(P)(1) =0
1 est racine du polynome ¢ (P)
(X — 1) divise le polynome 3 (P).

tee ¢ O

Montrons 1’équivalence demandée.
Si¢(P) € Vect (X(X -1),..., X"(X - 1)), alors (X — 1) divise ¢(P) donc P € Ker(p).

Réciproquement, si P € Ker(yp), alors (X — 1) divise t(P). De plus, ¥(P)(0) = 0 donc X divise ¢)(P). On
en déduit que X (X — 1) divise 9(P) avec ¢(P) € Ry,41[X], donc %(P) € X(X — 1)R,,_1[X].
Ainsi 9(P) € Vect (X(X 1), XX - 1)).

Finalement, on a montré que : | P € Ker(p) < ¢(P) € Vect(X(X -1, , XX - 1))
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3.4.

4. 4.1.
4.2.

4.3.

Pour 1 <k <n, on pose R(X) = (k+ 1)X* — kX*~L.
On remarque que deg(Ry) = k donc la famille (Ry)1<k<s est une famille de R,,[X], échelonnée en degré donc
libre. De plus

ch-‘rl Xk

G(RE) = (k+ DO(X) = k(X = (k+ 1) 377 — k7 = XFH = X0 = XM - ).

Donc ¢(Ry) € Vect (X(X —1),..., X"(X — 1)) D’aprés la question 3.3., Ry € Ker(y).
D’apreés la question 2.2., Ker(y) est de dimension n.
(Rk)1<k<n est une famille libre de cardinal n dans Ker(y) qui est de dimension n, donc une base de Ker(yp).

_ k gyk—1
(Ri)1<k<n = ((k +1)X" - kX )1§k§n est une base de Ker(y).

On a dimH = dim £(R,[X], R) = dim(R,,[X]) x dim(R) = (n + 1) x 1. Done | dim(H) = n + 1.|
Pour (k,¢) € [|0,n|]?, calculons 9 (X*). On pose P(X) = X*.

(*)
Sih<f-1: POX) = (—1)..((—k+ DX y(P) = P]%'(O’:o
Sik=¢:  POX) = 0. ) = 2

Sik>¢+1: PR(X) = 0. Ur(P) = P(]Z'(O):o.

Ainsi | ¥ (X*) :5’%f:{ 0 zk#ﬁ ’

Montrons que la famille (1 )o<k<n est libre. Soit (Ag)o<k<n € R™"*! tel que Z At = 0. Soit £ € [|0, n|].
k=0

0= (Z Akﬁ%) Z Mok (X) =7 Mebie = e
k=0

k=0

On a V¢ € [|0,n]], A¢ = 0 donc la famille est libre.
La famille (¢r)o<k<n est une famille libre de cardinal n + 1 dans H qui est de dimension n + 1, donc c’est une

base de H. ’ (o, . - ., ¥y) est une base de H. ‘

© est une forme linéaire sur R,,[X] donc ¢ € H.

Soient (A )o<k<n € R™™! les coordonnées de ¢ dans la base (¢, ...,1,) de H : ¢ = Z Ak Soit £ € [|0,n]].
k=0

1 n
oy [ e ¢ _
P(X7) _/o tdt = 2 (Z Ak%) Zmpk (X°) kZ:OAMSk,e Ae-

Donc V¢ € [|0,n]], Ay = ——. Ainsi|p = Z k j_ 11/”“
k=0




