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concours externe 
de recrutement de professeurs certifies 

première composition de mathématiques Dur6e : 5 heures 

NOTATIONS ET OBJECTIFS I>U PROHLÈME 

On disifne par E l'espace vectoriel constitue des fonctions Q rticlles. continues et boriiics sur [O, + a[, et 

tcllcs quc. pour tout riel strictement positif .Y, I'intcgralc j:= * di soit convergcntc. 

dirivablcs sur j0. + CO[. 
On crwient de d2signcr. en abrcgl;. par C"' I'cspacc vectoriel des fonctions rkelles inddïniment 

L'objet clu problkme est I'etude'de l'application linCaire S clui. ii tout Clkment 4 de E, fait corrcspondre la 

I'onction S+ ciifinic sur JO. + a[ par S$ (x)  = dt.  

Les deux premières parties sont consacrées à la détermination de quelqucs transformies SI$ et h la 
preuvc dc l'appartenance de S+ h C", pour tout Clkment I) de E. Les deux autres parties étudicnt une suite 
ci'ciidoniorphi~ines L,, de C" telle que. pour t o u t  Clément Q de E, et pour tout s strictement positif. on ait : 

lim i L,, S+ (.Y)) = 4 !s )  . 

PREMIÈRE PARTIE 

1.1. Appartenance A E. 

(1. La fonction constante. Cgale ?i 1 sur [O. + a[. est-elle éliment de E '? 

h. Montrer que la fonction +I . difinie sur [O. + a[ par $I ( t )  = - qppartient a E. 

c. Soit i p  une fonction continuc sur [O. + a[, qui admet une limite finie C en + m. Montrer que q~ est 

t 
1 + 1 2 * L  

boriiie sur [O, + a[. 
Montrer que. si P n'est pas nulle, q~ n'appartient pas a E. y! appartient-elle h E si C- O ? 

1.2. h d e  de S$l . 

Dcterminer deux nombres rCels ri ct h tels cluc. pour tout couple de réels (X # ( O .  O). on ait : 
t 2  ( 1  - s2) - (1 h.K ' + - -  

(.Y2 + r 2 )  ( 1  + t 2 )  1 + 12 *Y' + I I '  

En diduire. pour .Y # 1. la valeur dc S+, id. 

Calculer S+l ( 1 ) (on pourm faire une intégration par parties ou utiliser le changement de variable difini 

Vkritïcr que S+l appartient ii C" 
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A.2.3. Soit, dans 6, un triangle équilatéral ABC de centre O. Montrer que les trois droites (OA), (OB), 
(OC) forment une gerbe dont on précisera le rapport. 

A.2.4. L'énon& suivant : (< Si G et G' sont deux gerbes de même ordre et de mZme rapport, alors G' est 
isométrique à G )' est-il exact ? 

A.2.5. On considère le point 1 de coordonnées (1, O, O), et ses images J et K par les rotations d'axe 
- 2x 4n 

3 3  
(O ; q), orienté dans le sens deë;, d'angles - et - respectivement. 

a. Déterminer les coordonnées de J et de K. 

b. Soit un nombre réel h et Q le point de coordonnées (O, O ,  h) .  
- - - 

QI - QJ - QK Montrer que les vecteurs = - w =  - w== = vérifient : 
IlaIll * IIoJll ' IlQKll 
- - - - . -  - -  
l I ' v = v ' w =  W '  u = cp(h) ,  

où rp (Ir) est un nombre réel qu'on exprimera en fonction de h. 

déduire l'image de rp. 

dont on précisera le rapport. 

c: Construire le tableau des variations de la fonction cp en précisant les limites aux bornes. En 

d Montrer que, pour chaque choix du réel h, les trois droites ( Q I ) .  (QJ). (QK)  forment une gerbe 

L'. On considcre trois vecteurs ilI. v, et G, qui sont des vecteurs directeurs unitaires de (QI). 
- -  

- -  - -  (QJ) et (QK)  respectivement. Montrer que. si G, * TI = v ,  - wI = w, - I I ~  = c, alors c = cp ( h ) .  

j.' Soit (Ir, li ) un couple de deux nomhrcs réels et soient Q et Q' les points de coordonnées res- 
pectives (O, O, h )  et (O. O, h' ). Montrer que la gerhc G' = {(Q'l) ,  (Q'J). (Q'K)} est isomitrique a 
li1 gerbe G = { (QI) ,  (QJ), IQK)} si. ct seulement si. cp (II' 1 = cp ( h ) .  

A.3. Exemples de gerbes d'ordre 4.5  et 6. 

A.3.1. On consiclkre les points A. B. C, D de coordonnkes respectives ( 1 ,  1. 1), (- 1, 1. 1) ,  (1 .  - 1, l), 
( 1 ,  1. - 1). Montrer que les quatre droites (OA), (OB), (OC), (OD) forment une gerbe dont on pre- 
cisera le rapport. 

A.3.2. On pose z = h'" ' et on note A , .  Al, A,. A,, A ï  les points du plan (O; e,. e,\, d'affixes respec- 
tives 1 ,  z ,  :', z', :' par rapport au repère (O ; c, . el) de ce plan. 

d -  

- -  
(1. Calculer la somme z -  ' + :- + 1 + : + z' et en déduire la valeur de cos ( $ ) + c o s  ( Y ) .  

- 1 + , 5  - 1-45 
et cos ( F) = . 

4 
Montrer qu'on ;1 cos ( 

b. En prenant l'unité de longueur égale a 4  centimètres, construire a la règle et au compas la figure 
formée par les points A, ,  A,, A,, A,, A,. Justifier cette construction au moyen des résultats de 
la question a. 

c. Soit Q le point de coordonnées (O, O, 1/2). Vérifier que les six droites (QO), (QA,), (QA,), 
(QA,), (QA,). (QA,) forment une gerbe dont on précisera le rapport (on pourra remarquer 
que, pour 1 < i <  j <  5,  on a la relation QA, - QA, = OA; OA, + 08'). 
En déduire l'existence d'au moins une gerbe d'ordre 5, puis l'existence d'au moins une gerbe 
d'ordre 4 non isométrique a celle qui a éte construite en A.3.1. 

) = 

- -  _.- 
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B. GERBES D'ORDRE 3 

B. 1. Matrice de Gram d'une famille de trois vecteurs. 
On appelle matrice de Gram d'une famille ( z l ,  i l 2 ,  u,) de trois vecteurs de E, la matrice M = (a,), 1 6 i6 3 
et 1 Q jd 3, des produits scalaires aij = ili a ili. 

B.l.l. Soit(x,, x 2 , x 3 )  E RJetsoit?levecteurxlÜl + x2ul + x.;ii,. 

- -  - -  
- - 

Démontrer les égalités matricielles suivantes OÙ X = [ 3: 
- -  

En déduire que MX - O si, et seulement si, ?== a, puis que M est inversible si, et seulement si, [ I l  
- 4 -  

la famille (il1 , ill, u.;) est libre. 

réelles ? Déduire de B. 1.1. que ces valeurs propres sont positives ou nulles. 
B.1.2. Quelles propriétés de la matrice M permettent d'affirmer que toutes ses valeurs propres sont 

B.2. Automorphismes orthogonaux transformant une famille libre donnée en une famille donnée. 
-1 - - - -  

B.2.1. Soient ( I I ~ ,  u?, i l j )  et (;Il. I I ? ,  u>) deux familles de - -  trois vecteurs de E, dont la premikre est libre. 
On suppose que, pour 1 d id jd 3, on a z; * zi = I I ,  - I I , .  Montrcr qu'il existe un automorphisme 
orthogonal u de E tel que. pour 1 d id 3, on ait CJ 
a est-il unique '? 

B.2.2. Soient ( Z 1 ,  c2) et (;',. ;>) deux familles de deux - vecLeurs de E. dont la premikrc est libre. On 
suppose que, pour 1 d i6 j <  2, on a $ * Gi = i l l  - I I , .  Montrer qu'il existe un  automorphismc 
orthogonal u de E tel que, pour 1 d id 2 ,  o n  ait a (il,) = i l l  . 
u es t4  unique '? 

-, 
= 1 1 , .  

-1 - 

B.3. Classification des gerbes d'ordre 3. 

B.3.1. Soit G- id , ,  dl. d , }  une gerbe d'ordre 3 et de rapport y .  Soit cl un vecteur directeur unitaire 
de d,  . 
a. Montrer qu'il existe des vecteurs directeurs unitaires G2 ct ü, des droites d2 ct J, tels que - -  - -  - -  

11, * 1 1 2  = 11: I I ?  = I l 3  - I l l  . 
Dans la suite de la question B.3. l . ,  on suppose G2 et z, choisis de cette rnanikre. on pose : 

c' - il1 - L I ~  = L I ~  a II., = I I ~  O uI  et M - c 1 c . 

[: : :1 1 

- -  - -  - -  

b. Déterminer les valeurs propres de M. et en déduire qu'on a : c 2 - - . 

c. Si c > - 7 .  montrer que G est isométrique a l'une des gerbes construites h la question A.2.5. 

. Montrer que cl + T;? + ü, = a (on pourra utiliser B.I.I. avec 
1 d On suppose c = - - 
2 

.yI = xz = .yl = 1 ). En déduire que G est encore isometrique à l'une des gerbes construites i la 
question A.2.5. 

2 
1 
- 
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8.3.2. Quel est l'ensemble de tous les réels yE[O, 11 pour lesquels il existe au moins une gerbe d'ordre 3 et 
de rapport y ? 

Pour chaque y appartenant B cet ensemble, déterminer une famille de gerbes d'ordre 3 et de 
rapport y, deux a deux non isometnques, et telles que toute gerbe d'ordre 3 et de rapport y soit 

isomttrique à l'une d'entre elles (on pourra distinguer les cas y€  O - et y4 O, - 14 1 3 
C. GERBES D'ORDRE SUPkRIEUR OU kGAL À 4 

C. 1. Groupes finis de rotations de même axe. 
Dans toute cette partie C.1., rn désigne un entier supérieur ou égal ii 1. 

C. 1.1. On note T le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1.  On considkre une droite d 
de l'espace. 
u. Montrer que T contient un unique sous-groupe d'ordre m dont on précisera les Cléments. 
b. Définir, sans démonstration, un isomorphisme du groupe T sur le groupe R,, de toutes les rota- 

tions d'axe d. En déduire que R,, contient un unique sous-groupe d'ordre rn dont on précisera 
les Cléments. 
On note ce sous-groupe R,, . 

c. Soitf une isométrie de&, montrer que : 

if0 0 of - I l OER,L,,rl = R',..,,I 

où d' est une droite qu'on précisera. 

C.1.2. Soient F = {d,,.  ci,, ..., d,,,/, F' = {d ; ) ,  ci', . .... d:,,\ deux ensembles de m + 1 droites de 8 .  
Onsupposeque{tl, ,.... d,,J = { a ( d , ) / a ~ R , ,  ,,,, 1, etquetti', ..... d;,J = { ~ ( d ' , ) l ~ e R ~ , ; , , ~ } .  
Soitf une isomdtrie de& q u i  transforme cl,, en ci;, et tl, en d', . 

Déduire de C. 1.1 .L: que F' est l'ensemble des images piirf'de toutes les droites de F. 

C. I .3. Soit p la transformation dc *s: definie analytiquement piIr les formules : .v' = :, y' = X. i' = J. 

Montrer que {Id,. p, p' = R,, où (lest une droite qu'on précisera. 

C.Z. Étude des gerbes d'ordre n, n a  4 .  
Dans toute cette partie. on considkre un entier ti. 112 4, et une gerbe G = { c 4 , .  ci, ..... d,"} d'ordre tt. de 
centre Q ,  de rapport y .  avec rn = n - 1.  
Soit z, un vecteur directeur unitaire de (4, . 
C.2.1. Montrer que y est différent de O. et qu'il existe. pour chaque entier k, 1 ,< k 6  m, un unique vecteur 

directeur unitaire GA de cl, tel que il,, - i î k  = y .  
DanGout ce qui suit, on note A,). A ,..... A,,, les points de W définis, pour O6 k 9  m. 

On note 1 le point de (4)  defini par 

- -  

p;lrQAk = 11,. ' 

= y;) et II le plan perpendiculaire en 1% 4,. 
C.2.2. Montrer - -  que y,,.=, A,,, appartiennent au plan Il. Vérifier qu'on a, pour 1 < k <  16 rn, 

IA, - IA, = ilk - 11, - y?. En diduire que A, ,..., A,,, appartiennent i un même cercle d du 
plan Il, dont on précisera le centre et le rayon. 
Pour chaque entier k. 1 ,< k 6  m, on note s k  l'ensemble constitue de A,, et de tous les points M du 
cercle v tels que ï& - Ki soit égal à y - y' ou à - y - y?. 

C.2.3. En observant que l'ensemble S = A , , . . . , A,n} est contenu dans chaque Sk , montrer qu'on a n 6 6. 
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C.2.4. Vérifier que, quitte h modifier l'indexation des droites d,,  1 Q k Q  rn, on peut supposer 
11 ,  * 1l2 = 11, - 113 .  

On suppose, dans toute la suite de la question C.2., que cette condition est satisfaite. On oriente le 

plan Il et on note u une mesure de l'angle (IA, , IA2). 
C.2.5. Déterminer, en fonction de a,  une mesure de l'angle (a,, a3), puis une mesure de l'angle - 

(IA:, IA3). En déduire que les nombres cos a et cos (2a) appartiennent a l'ensemble 

- -  - 4  - - -  - 
- -  

C.2.6. On suppose cos (2a) = cos a. 
1 
3 

a. Montrer que le triangle A,A2A, est equilateral et que y = -. 
b. On suppose que S contient un point M différent de A,,  A2 et A3. Montrer que 

= K3 - M = -. En déduire une contradiction en considérant la 
- 2 
IA, - = 

somrnem, * m + IA, - M + a3 a9m. 

c. Montrer que G est isometrique a la gerbe construite en A.3.1. (on pourra utiliser C.1.2. et 
C. 1.3.) 

C.2.7. On suppose cos (2a) # cos a .  

u. On pose = -- 

cos ( 3 a )  = cos (2a). 

utiliser A.3.2.u.). 

3.3. Classification des gerbes d'ordre n, n 2  4. 

et b = - -  y . Comparer a + b et ab. En déduire que Y 
[ + Y  1 - Y  

b. Montrer que S ,  est l'ensemble des sommets d'un pentagone regulier. Calculer y (on pourra 

C.3.1. Déterminer tous les couples (n. y J, avec n 2 4, pour lesquels i l  existe au moins une gerbe d'ordre n 

C.3.2. Soit G une gerbe d'ordre 6.  

et de rapport y. 

ci. Soient (4,. (Il ) et (d:,, d', ) deux couples constitues chacun de deux droites distinctes de G. 
Montrer qu'il existe une isometrie fde d'qui transforme  LI,^ en dj, et d,  en d', . 
Quelle est la gerbe image de G par/'? 

sont isornktriques à l'une d'entre elles. 
En est-il de merne lorsque k = 3 '? 

y sont isornétriqucs il l'une d'cntre cllcs. 

h. f h n t  donnd un entier k. 4 < 5 ,  montrer que toutes les gerbes d'ordre k contenues dans G 

C.3.3. Pour chaque couple ( I I .  y)  trouvc cn C.3.1.. montrcr que toutes Ics gerbes d'ordre I I  et de rapport 


