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Inégalités de Bernstein

I Inégalité polynomiale de Bernstein et applications

I.A Polynomes de Tchebychev

OnaTy=1,T1 =XetVne N Ty 1o =2XT,11 —T,.

Q1.

e Par récurrence sur n . On a degTy = 0 et degT; = 1,supposons que degTy = k pour k € [0,n] , comme
Thy1=2XT, —T,-1,deg XT,, =n+1et degT,—1 =n—1 alors degT,,11 =n + 1. Ainsi Vn € N, degT;, = n.

e Soit (ag)o<k<n dans C" telle que agTp + ... + @, T, = 0 donc o, Ty, = — apTp — ... — ap—1Th—1.

La suite (deg Tk ),y est strictement croissante donc deg(a,T5,) = deg(— aoTp — ... —ap-_1Tp—1) <n—1;si ap, #0
alors deg(ay,T,,) = n ce qui est absurde. Ainsi par récurrence (descendante) on a ap = ... = ay, = 0 et (T)o<k<n
est libre .

La famille (T)o<k<n est libre a n 4 1 éléments dans C ,[X] qui est de dimension n + 1, donc (T )o<k<n €st une
base de C ,,[X]

Q 2. Montrons par récurrence que, pour tous n € N et § € R, T, (cosf) = cos(nb).

C’est vrai pour n =0, n =1, supposons pour tout k € [0,n] et § € R, Tj(cosf) = cos(k0).

On a Ty41(cosf) = 2cos T, (cosf) — T,,—1(cos ) , 'hypotheése de récurrence donne

T11(cos @) = 2cos(f) cos(nh) — cos((n — 1)6)
On sait que cos(6) cos(nf) = 3(cos((n + 1)6) + cos((n+1)8) , d’'ott
Tt1(cos @) = cos((n + 1)6)

Q 3. Soit P € C,[X] et (Tk)o<k<n est une base de C,[X] donc P = Y ayT} avec o, .., o, € R, par suite

k=0
n n
P(cosf) = Z Ty (cos ) = Z ay, cos(kd)
k=0 k=0
Ainsi 6 — P(cosf) est dans S,,.
Q 4. Soit x € [—1,1] alors il existe § € [0, 7] unique , tel que cos @ = z, donc |T,,(x)| = |cos(nd)|, ce qui donne

sup [T, (z)| = sup |cos(nd)| =1
z€[—1,1] 0€[0,7]

Q 5. Montrons par récurrence que |sin(nf)| < n|siné)| .

C’est vrai pour n = 0 , supposons le pour n , on a

|sin((n + 1)0)|

IN

|cosnf ||sinf| + |cos @ | |sinnb)|

N

|sin 8] + |sin né))

I'hypothése de récurrence donne |sin((n + 1)8)| < (n+ 1)|sind| .
On a

sup |T)(z)| = sup [T} (cosb)]
z€e[—1,1] 0e[0,]

de la relation T}, (cos ) = cos(nd) on a sin(0)T",(cos §) = nsin(nd) donc |sin(0)T7,(cos )| < n? |sin | et

|T” (cos B)| < n?

Pour 6 # kr , Ty, (cos 0) = ngid done [Ty (cos8)| — n? et [T (cos0)| — |T}(1)], donc |Ty(1)] = n2.
60—0 0—0

Ainsi sup [TV (cos)| = n?.
0€[0,m]



I.B Inégalité de Bernstein

Q 6. Soit A € Cy,[X], scindé a racines simples, (ay,...,a9,) ses racines et B € Ca,,—1[X] . La décomposition de
B
la fraction 1 en éléments simples s’écrit
B(X) _ z": a,
A( ) 1 X — ag
2n
B(X
Soit i € [0,n] ona (X —a;) AéXi =a;+ (X —a;) I; Xoikak donc a; = tllg{ (t—a;) 0 comme q; est racine
ki
2n
. AWM . _ B(a;) ., B(X) _ B (o)
simple de A alors tlgg e = A’(a;) # 0 ce qui donne «o; = Alar) et AX) ; (X —on) A (an)"

Q 7. Soit P dans Cy, [X], et A € C, P\(X) = P(AX) — P(\).
On a Py(1) =0 donc X — 1 divise Pj.
Q 8. La formule de Taylor en \ s’écrit

2n
P(X) = PO+ (X NS F UZ,(A) (X — At

k=1 :
donc )

" p(k

POAX) =P\ +AX -1)> P(;,(A) ANl(X — 1)kt
k=1 ’

et

2n (k)
(%) = AP+ 30 T B gy
k=2 ’

ce qui donne Qx(1) = AP'(N).

On consideére le polynéme R(X) = X?" + 1. Pour k dans [1,2n], on note ¢, = =~ + &=
¥ 2n

2k

Q 9. Les racines de R(X) = X" +1 sont les racines d’ordre 2n de —1 qui sont e*~ 2n — = wy, avec k dans [1,2n]

, R est unitaire donc
2n

ROX) =[] (X —wo).

k=1
Q 10. Soit A € C. La formule (I.1), donne

B 2n . R(X)
Q)\(X) = ];Q)\( k) (X_wk)Rl (wk)

on—1 _ —2n

ona Qy (wg) = W et R' (wp) = 2nwy"™ " = . d’ou
k
2n
1 P(wi) — PO\ X2 +1
X)= ——
@A (X) 2n; wg — 1 X—wkwk
On a Qx(1) = AP'(X) donc
2n
1 P (A — P\
() = LS POw) = PR 2( ) 200
2n P (wk — 1)

. ega ité . a lquee au polynome = onne
Q 11. L%égalité (I.2) appliquée au polynéme P(X) = X2" d

2n

1 —2)\2n
A = — 3 gy

2
2n P (wk — 1)



apres simplification

2n w
k 5 = —n?.
=1 (wk — 1)
La formule (I.2) s’écrit alors
1 & 2w
YAEC, AP’V =—Y POuwy) ——> +nP(\).

Q 12. Soit f € S,, donc f(t) = ap + Zn: (ay cos(kt) + by sin(kt)) avec ag, by, € CVk € [1,n] .
k=1

On utilise la formule d’Euler pour ecrire

ft) = ao+ Z (are™ + Bre= )

k=1
e—in@ ( 1n9 Z (akei(k-l-n)@ +5kei(n_k)9)>
k=1
= e < Yag + Z U nelkeJrZﬂn ke’ )
k=n-+1
Donc f(0) = e~ U (&) avec U(X) = apX" + Z ap—nXF+ Z Brn_kX* € Cap [X]
k=n-+1
Q 13. Soit k € [[1,2n],
2w B ) (ei<ﬂk/2)2
(1 . Wk)Q - (1 _ ei(pk)Q
_ 2
- (e*isﬂk/? — eiWk/2)2
_ -1
2sin (¢r/2)°

On sait que f(0) = e=™U (&) ( Q12) avec U € Ca, [X] . On applique la question Q11 & U avec A = e,

0770\ IRICE=TY) k i0
U (") = 2nZU( k)i(l_w]gf—i-nU(e )
- U (ei(0+#x) + nU(e®
Z ( )2sm(<pk/2) nU(e”)
D’autre part
f/(o) — *’I:neiineU (eie) +iei(17’n)0U/ (eia)

— Z-efinﬁ (—TLU (eiﬂ) 4 eQU/ (eie))

et e~i"¥k = —j(—1)* donc

2n
=1 . 1
]”(9) — ie—anﬁ U ez(G—i—apk) .
2n ; ( ) 2sin (p5/2)°
2n k
_ 1 Z eiB+o0) [ (ei(9+<Pk)) (=1)
2n 2sin (pr/2)*

Y e
B Zf ) S ein (o2



Q 14.  f est bornée sur R donc || f|| 1 (r)existe. Soit # € R on a

2n

1 1 ||fHL°°(]R)
£ O] < 5= D 1f 0+ )l
2”; 2sin (¢r/2)° Z2s1n (/2)?
Les questions Q11 et Q12 donnent
2n WE 2 2wk —1
g = —net 2= 5. 2
= (we —1) (1 — wg) 2sin (¢r/2)
donc )
i 1
o =2
=1 2sin (pr/2)
ainsi

PO < nllfllpm

I.C Quelques conséquences de l’inégalité (1.4)

Q 15. Soit x € [-1,1] et t € R tel que x = cost. Soit P € C,,[X] posons f(t) = P(cos(t)).
D’apres la question Q3 on a f € Sy, la question Q14 donne |f'(¢)| < nl| f|| L (r)- De plus

[ fllzoe @) = 1P|l (-1,1)

et
[F(8)] = Isin(t) P’ (cos(t))] = | P'(2)v/1 = 22|
ainsi
’Pl(w)v 1- 172’ <[Pl pee(j-1,1))
n n—1
Q 16. Soit Q € C,,_1[X] avec Q(X) = Y apX* et f: 0+ Q(cosf)sind ,ona f(0) = > aisinbcos*(9).
k=0 k=0
Remarquons que
1
= Jk _ k
sin @ cos” (0) = —— (cos +1(9))

k+1
Comme (T})o<n<k+1 est une base de Cy11[X] alors il existe ag,..,ap € C, XFHL = 3 0, Ty (X) donc
h=0

k+1 k+1
oskt1(9) = Z apTh(cos(d)) = Z ap, cos(hf)

et
k+1

: hay .
sin @ cos® () = Z sin(h@)
k+1

n—1

ce qui permet d’écrire f(6) sous la forme Y by sin (kf) ainsi f € S,
k=0

Soit x € [—1,1] et 6 € R tel que z = cosf . On a

f(8) = cos () Q(cos 8) — sin? (A) Q' (cos 0)

et f/(0) = Q(1) de plus
£l = sup_ @)V =27

L’inégalité | f'(0)] < n||f| zo®) s'écrit alors

Q)| <n sup ‘Q(x)m‘

—1<z<1



Q 17. Soit R€ Cp1[X] et t € [-1,1]. Sy(X) = R(tX) ,ona [Sy(1)| <n sup |R(tz)V1—a?|.

av1— a2 < /1 (tz)? donc |R(tx)| V1 — a2 < |R(tz)|\/1 — (tz)> < sup |R(x)v1— 22|
—1<x<1
et
sup ‘ (tx) \/1—1‘2’ < sup ) (z )\/1—x2’
—1<z<1 —1<z<1
Finalement |R(t)| = |S:(1)| <n sup |R(z)v1 - 22|
—1<z<L1

Q 18. Soit P dans C,[X], la question Q17 appliquée & P donne

|P'(t)] <n sup ‘P’(x)\/l—ﬂ‘

—1<x<1
De la question Q15 on a
P/(@)VT= 22| <0 [Pl 1,

donc

sup ‘Pl(x)v 1 *502‘ < |Pllpee(-1,1)

—1<z<1
et
|P'(t)] < n?[| P oo (-1,

ceci est vrai pout tout ¢ dans [—1,1] d’ou

1P| oo =1,y < 22 NPl Loe =101

Q 19. 1l y’a égalité pour les polynémes de Tchebychev. En effet des questions Q4 et Q5 on a ||Tn||Lm([_1 1 =1
et ||T’I/LHL°C([—171]) =n? donc ||T7/LHL90([—1,1]) = HTTL”L‘X’([—LI]) n?.

II Inégalités de Bernstein et transformée de Fourier

II.A Transformée de Fourier d’une fonction

+oo )
Soit f € L'(R). f(¢) :/ f(z)e @8z ¢ e R
Q 20. La fonction g : (z,€) > f(x)e™ ™% est continue sur R?, |g(z,&)| < |f(z)]et f € L'(R),donc
€ f(x)e "¢ est intégrable et f est bien définie, le théoréme de continuité assure que f est continue sur R.
Q 21. Soit f,g € Ll(R) et o, € R.On a af + g € L*(R) donc af + Bg est bien définie, par linéarité de
lintégrale on a af + Bg = af + 089 .

“+o0
Comme ’f £) ’ < / | f(x)] dx alors HfH < || fll; ,ce qui assure que I'application linéaire f — f est continue de
— oo

(L'(R), || - l) dans (L(R), || - [|oo)-

Q 22.  Soit f € L'(R),\ € R% et soit g la fonction de R dans C telle que g(z) = f(Az) pour tout réel x.
On sait que g € L*(R) si et seulement si g € L'(R*) et g € L'(R™) . Soit A€ Ron a

A 1 AA
| s@ae=5 [ 1r@)as
0

f € LY(R") donc hm / z)| dz existe et g € L' (RT) , de méme on a Alim lg(x)| dz existe et g € LY(R™)
—— JaA

, par suite g € Ll(R)
Par le changement ¢t = Az on obtient

f(t)e %/ dt

—
+
3

P
)

>l 8

NG



II.B Produit de convolution

Q 23. Soit f € LY(R) et g € L>®(R), |f(t)g(z —t)| < ||gll, |f(t)], donc t — f(t)g(z — t) est intégrable sur R et

“+o0
f * g est définie sur R . Soit € R, le changement s = x — ¢ donne (f * g)(x) = / f(8)g(x —s)ds = (g f)(x).

— 00

+oo

Q 24. Soit z €R, |(f*xg)(x) < ||g||oo/ |f(t)]| dt , donc f * g est bornée et || f * glloo < ||f]l1]|g]]co-

oo

Q 25. Soit k € N et g est de classe C* telle que les fonctions ¢%) sont bornées pour j € [0, k].
Soit j € [0, k] la fonction A : (t,z) — f(t)g(x — t) est de classe C¥ et

dh -

o ta) = (09— 1)
donc i

S ta)| < 1@l

“+o0
Ainsi f * g est de classe C* et (f x g)*) = / F) g™ (@ —t)dt = f = (g(k)) )

oo

Q 26. On suppose que f € L}(R) , g € LOS(R) , g€ L'R) et fxge LY(R).
Soit £ € R ,on a

e = - ( / " fgte - t>dt) e s

— 0o —00

= /:Q f(t) (/_:o e g(x — t)dx) dt

+oo ) ) +oo
e gz — t)dr = e_”g/ e g(5)ds | ce qui donne
— 00

par le changement s =x —t on a /

— 00

e - [ T e ( / m ei<s+t>€g<s>ds) i

— 00

£(©)3(8)

I1.C Introduction d’une fonction plateau

Q 27. Montrons par récurrence que ¢ est de classe C* sur R , Vk € N.

— On a ¢ est continue sur R* et limO p(z) = lirr%) ¢(z) =0, donc ¢ est de classe C° sur R.
T—r T—r
< >
— Soit k> 1, supposons que : ¢ est de classe C* sur R et

P.(1/t)e™'/t  sit>0

apkeR[XLso(k’(t)={ 0 sit<0

o ¢ est de classe C' sur R* | ((p(k))/ (t)=0sit<0et (gp(k))/ (t) = & (—PL(1/t) + Pp(1/t)) e 1/t
posons
Pi(X) = X? (= P(X) + Pi(X))

Poi(1/t)e™Vt sit>0

alors ¢ est de classe CF1 sur R* et k1 (t) = ,
0 sit<0

e Ona

£ —M©O) _ [ iPea(1/he/t sit>0
t 0 sit <0

ce qui donne

() (4) — k) ®) (4) — o)
i £ = 0(0) @) — 9™ (0)
120 t zio t

donc ¢ est k + 1 fois dérivable en 0 et p*+1)(0) =0 .

sit>0,



o lim o*+tD (1) = lim p*+D (1) = 0 donc ¢ est de classe C¥T1 en 0 .
® ® ®

z—0 x—0
< >

Pepi(1/t)e”tt sit >0
Ainsi ¢ est de classe CF¥! sur R et p*+1) (1) = ka1(1/t)e SI. ”
0 sit<0
Finalement ¢ est de classe C¥ Vk € N sur R .
sité]—1,1]

28. it 4 : :
Q 28. Soit ¢ : t e/ (*=1)  ginon.

définie sur R , on a ¥(t) = p(1 — t2) . ¢ est composée de deux

fonctions de classe C*° sur R donc elle est aussi.

Q29. Soit 0 :x+— fox ¥ (t) dt T'unique primitive de 1) s’annulant en 0. Comme 6’ = ¢ alors 6 est de classe C*
sur R.

Soit © € |—00,—1] ,on a ¢ (t) = 0 pour ¢t € [0,z] donc f(x) =0=A .

Soit z € [1,+00[ ,0(x) = fol () dt+ [T (t) dt et [ (t) dt =0 car ¢ (t) = 0 pour ¢ € [0,2], donc
O(x)= [} ¢(t) dt=B.

De plus B # 0 car 9 est continue et strictement positive sur [0, 1].

Q 30. Posons h: x> 50(z), elle est de classe C*° sur R, h(z) = 0si z € ]—00, —1] et h(z) = 1si z € [1,+o0].
On compose h avec une fonction affine x — ax + b qui envoie —2 sur 1 et —1 sur —1. On a donc a = 2 et b = 3.
0six €] — o0, -2

1size[—1, 400

De méme on compose h avec la fonction affine x — —2x + 3 qui envoie 2 sur —1 et 1 sur 1 .

0size 2400

1size€]—o00,1]

La fonction x +— h(2z + 3) est C*> sur R et h(2z 4 3) = {

La fonction x +— h(—2z + 3) est C*™ sur R et h(—2z +3) = {

Donc la fonction suivante convient :
p:x— h(Q2x+3)h(—2z+ 3)

en effet p € C*(R) et :

Siz e [-1,1] alors h(2z +3) = h(—2x 4+ 3) =1 donc p(z) =1 .

Si z € R\[-2,2] alors h(2z + 3) = 0 ou h(—2z + 3) = 0 donc p(z) =0 .
0sizeR\[-2,2]

1size[-1,1]

h(2z 4+ 3) si z € [-2,—1]

h(=2z+3) sixz € [1,-2]

Plus précisément p(x) =

II.D Inégalités de Bernstein

Soit 7 la fonction de R dans C telle que, pour tout réel x,

“+o0
r@) = o= / 578 p(£)de

21 J_ o

Q 31. On a p(&) =0 si £ € R\[-2,2] donc & — €5 p(€) est intégrable sur R et 7 est bien définie sur R.

Foo +2 .
o) =5 [ ep(de = oo [ e plie

27 —0o0 -2

La fonction (z,£) — e p(€) est de classe C ! sur R?, et % (eixgp(f)) = i£e'p(€) . La fonction & — £p(€) est

0
continue sur le compact [—2, 2], elle est donc bornée, [p(€)| < M et M € RT, par suite P
x

(e“”gp(f))‘ < M et la

+2
fonction & — M est intégrable sur [—2, 2],ce qui donne que r est de classe C ! sur R et r/(z) = % / i&e' ™ p(€)d¢
-2



Q 32. Une double intégration par parties donne

2
@) = — / (%) p(€)de

2irx J_o

2
— o [ e

2irx J_o

_ -1 2 ixé I
S =l BTG

2mx?

p" est bornée sur [—2,2] ce qui donne @ +— 2?r(z) est bornée sur R , et r(z) = O(Z;) donc r est intégrable sur R.

+2
Comme p est bornée sur [—2,2] et r(z) = %/ e p(€)d¢ alors 7 est bornée sur R .
-2

+oo +oo
Q33. Ona r(iz)= %/ TN p(€)de = QM/ e“p ()\)dt donc 7y = +py/navec pyyy it p(L) .

Remarquons que py/x(t) = 1 ;Ot € [ A /\] et fgt\nui)loe en dehors de [—A, A] donc f f Py = /\f ) , comme
f*7y est intégrable alors f T\ = f*r,\ et f Af*7y,cequidonne f =X fx*ry.et f T\ = f*m ainsi f = \f xr)y
Q 34. On a r) est bornneé et intégrable sue R . Les question Q24 et Q25 et la relation f = Af %7\ donnent
f’ZAf*T&ﬁHfﬂm==MU*T&Mo<\KgMUﬂm-

On a ||ri|1 = /OO A’ (At)] dt s::/\t/_ |7'(s)| ds = C indépendante de \,d’ou

o0

£ Moo < CAllf lloo-



