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Partie I

[.A.1. Une intégration par parties donne I,,,5 = [sin z cos™ ! x]g/Q +(n+1) foﬂ/z sin? x cos” z dz. D’olt

Inpo = (n+1) < OW/2 (1 — cos®x) cos™ x da:)
= (n + 1) (In — [n+2) et

(n+2)I,0=n+1)1)

2n —1
I.LA.2. Pour n Z 1, Ign = %]2(71_1)

2n—1) ... 1
= %IO (récurrence simple). D’ou :

(2n)!

Vn €N, Ipy = — 2
T gim (n))?

s
X —
2

(2n)

(2n+1)

2n) ... 2
= (Q(Z)ﬁh (récurrence simple). D’ou :

Pour n € N, Is, 1 = I,

22 (nl)?

Vn €N, Ippp = m

I.B.1.Vn €N, Vx € [0, g] , cos" 2 x < cos"ax < cos™x. D'ou :
VneN, L, <, <1I,=

I
n+2 n+1
< <l=
I I, —
1 1
nt <o o lim 2 = et
n+2 In n——+00 n

I, ~ [n+1

n—-400

[.B.2. D’apres LA1.,VneN, (n+2) 1o =(n+1)I, =
(n + 2) [n+21n+1 == (77, + 1) InIn+1 :>
m

Jni1 = Jn. Donc la suite (J,,) est constante et Vn € N, J,, =Jy = Ih]4 =5

On adoncVn €N, (n+1) L1, = g Or (n+1) L1 ~ nl? (d’apres 1.B.1.). Donc nl? ~

n—-+o00

s
5 et, comme [, > 0,

[.B.3. Application I



™ ™ T
Soit t réel positif. L’application [0, 5] — R est continue sur [O, E} et l'intégrale fo 2 costz da a
x — cos'
un sens. -
L'on aVt € RT, Vz € [0, 5] , cosPOH o < cost w < cosP® z ot E (t) désigne la partie entiere de t.

Donc :
foﬂ/Z cosEO+L ¢ dy < foﬂﬂ cost z dx < foﬂ/Q cos?® ¢ dz. En outre :
E)<t<E{)+1=t-1<E({t)<t
= FE(t) ~ tet lim E(t) = +o0. On en déduit (en utilisant 1.B.2.) :

t——4o0 t——+o0

T2 osPOH e dr o~ o T o T et de me ™2 0sE®  de ~
fo cos vdr ~ CEW D) e \| 3B (D) e 5; ¢f de méme fo cos® W dr ~
T
g-
Donc :

w/2 ¢ m

Jy " cos md:[t—:;oo %

[.B.4. Application II
z 5 |sinz|” est continue sur [1, +oo[ et positive
Etudions la série de terme général u,,. Dans u,,, effectuons le changement de variables u = = — n.

Vn € N*, u, = [ [sinu|""""du > [ Isinu| "™ du car Vu € [0,7], nr < u+nr < (n+ 1) 7 et

u+nm (n+1)m

comme |[sinu| < 1, sinu|™™ > |sinu| > [sin ul'
Or u — |sin u] O est r— périodique et paire; d’ou :

n > 2 f (sinw) "™ du = 2 fo (cosu) ™™ du = v, > 0 (changement de variables v = g — u).

Orv ~ \/7 done v, diverge et u,, diverge.
Y b yoarion n+17rn—>+oo nZ;ln g nZ;ln g

Soit A > 0, IN € N, Z U, > A= f (NH+1)m ¢ (x)dxr > A, ce qui prouve que [1,+oo[ — R n’est
z— [T (u)du

pas majorée; comme ¢ > 0, fﬂ ¢ (u) du diverge. Donc :

. ¢ (u) du divergd]

1

n+1 1 n
I.C.l.vn:<n+g)ln(n+1)—n—l—21nk—((n+§)ln(n)—n—21nk>
- k=1
1
:(n+§)(ln(n+1)—lnn)—1
:n(1+— ln(l—l— ) 1
2n
P R I . 1
- 2n n  2n?  3n3 © n3
(oL (YY)
- n n3\3 4 © n3
1 1 ,
12”2—#0(? D’ou
1
Unn—>0012n2




[.C.2. On en déduit que Y v, = > (up41 — uy) converge donc (u,) converge.

ID. lim u,=S5= lim e" =e°. Posons C =e*:C > 0.

n—-+o00o n—-+o0o
1
n"tae 1
Ore¥n = — ~ —
n! n—oo ('
I
n! ~ Cn"T2ze™
n—oo
I.E. Comme I, I, ~ . Or:
n—oo n—oo 4n

I @)t 7 C (22 e o I T lification, C' = /2
n=-——"" ~ — ~ ol, apres simplification, .
2 22n (n')Z 2 n—00 22n02n2n+16—2n 2 n—00 4n p p

On obtient la formule de Stirling :

‘n! ~ \2mnn"e "

n—oo

Partie IT
1 . : : n
IT.A. Posons a,, = — pour n € N*. a,, est une fonction rationnelle de n, donc »_ a,z™ a pour rayon de
n n>1
convergence 1. En outre pour z = —1, Y a, (—1)" est une série numérique alternée qui vérifie le critere

n>1
spécial de convergence des séries alternées (la suite (a,,) décroit et tend vers 0), donc elle converge. on en
déduit que :
la somme f de la série entiere est définie et continue sur [—1,1[.

Ve e [-1,1], f(x) = —In(1 —2)

1 1 1 n
I[I.B.1. In (1 + —) ~ — =ay,; donc ) In (1 + ) z™ a méme rayon de convergence que Y I—,
n

n—0oo 1 n>1 n>1 N
c’est-a-dire 1. Donc :

1
>In(1 + — | ™ a pour rayon de convergence 1.
n>1

1

1 1 1
HBZWGWMﬂH—(AW:———ﬂw(
n n

—2>> (—1)" = up, + v, avec :

2n2

un:(:?nmwm:(—Dm1<22—+0(;>).Or:

u, converge (critere spécial de convergence des séries alternées)

n

n>1
1
> v, est absolument convergente car |v,| ~ —. D’ou:
n>1 n—oo 2n?
1 n
> In (1 + ) (—1)" converge
m>1
2N
g(=1) = Jim 5" (In(n+ 1) —In(n)) (~1)"
N—too =
N N-1
= Nlilil Y. (In(2n+1)—In(2n)) — > (In(2n+2) —In(2n + 1))
T n=1 n=0
N N
= NhIJIrl > (In(2n+1) —In(2n)) — > (In(2n) —In (2n — 1))
T =1 n=1



~ lim % In (2n+1)(2n—1)

N—¥oo 4n?
ot 1 @NADEN-DEN -1 (2N-3) ..5331
N—-+oo 4N (N1)?
] 2
= lim In|(2N +1) ((22]\7)) >
N—+00 AN (N1)? 22N (N1)
N2 4rN 2N) N =4V 9
Or (2N +1) ((2)) 5 o~ TN (2N) e = —. Donc :
4N (N') 22N (N‘) N—oo 24N47T2N2N4N6_4N T
2
1N =1n=
g(=1) n—

1 1 1 1 1
II.C.In (1 + E) adies d’ou nz>:1 In ( ) diverge; comme In (1 + ﬁ) >0, ngrfoo; In < k> =
+00.

N 1
Soit A >0, AN € N, zm(uE) > 2A.
k=1

1
r— > In (1 + z z¥ est continue sur R, donc en 1 & gauche et il existe a > 0 tel que :

N 1 N 1
Shhil+-)a"F=>SIn(l+-)|<A=
f=1 k f=1 k
N 1 N 1
Zln(1+—)xk>21n<l+—>—z4
k=1 k h=1 k
>2A-A=A
oo 1 N 1
OrvVze|]l—a,1], > In (1+E> 78> 3" In (1—}—%) zF > A. Jai donc montré que :
k=1 k=1
VA >0,3a>0,Vre|[-1,1[, |t — 1] < a = g(x) > A ce qui signifie que :

Ve el —a,l],

lim g (z) = 400

1 1 1 1
II.D.1. V —1,1 In(1— = In{l+—)——|a" P s =In1+—| — —;
re|-1,1[, g(x) + In(1—2) Z(n( +n) n)x osons ¢ n( +n) -

1 1 n 1 1 1 n 1 1
CTL = —_- == — 0] _— —_——_——= —— 0] _— ~J e
n  2n? n? n 2n? n? ) n—oo  2n2

D’ou > ¢,x™ converge pour x = 1 et la somme de la série entiere est continue en 1. Donc :
n>1

Iim g(z) +In(1—2)=1€R

r—1~
1 n+l it dt 11
I1.D.2. Vn € N*, w, . 1 — <OcarVte 1, = > ,
" dw“ T n+1 —Jn car vt € [n,n 1], 5 2 07
n t
ce qui donne [’ > . Donc
t T+l
(w,,) est décroissante
dt 1 1
I1.D.3. Soit n € N*; Vk € {1,...,n}, fkﬂ — < % (car t — i est décroissante sur R™*). D’ou :
no1 dt
> P Z b n >1—1In(2) (terme obtenu pour k£ = 1). D’ou :
k=1 k=1



nt1 dt
e . >1-In(2) =

x>
1

NE

—In(n+1)>1-In(2) =

B
Il
—

In(n)>In(n+1)—In(n)+1—1In(2) >1—1In(2) > 0.

HM:

1
k
1
k
E
&
ou

D’ la suite (w,) est décroissante minorée par 1 — In(2) et :

(wy,) converge vers un réel v > 1 — In(2), donc strictement positif.

IL.LE. Posons pour tout z € [—1,1], h(z) = g(z) + In(1 —z); on a vu que Vx € [-1,1], h(x) =
+o0o
> cpat

Comme la série entiere converge en —1 et 1, h est continue en —1 et 1.

D'oit I = h(1) :g (m <1+%> - %>

im 3 (=Lt (142
= lim ——+1In —
N—+oco 1 n n
N1 X n+1
=1 —= 1
N—1>I-ir-loo<n§1 n+n;1n< n >
N1 N +1
— i () s
fooo(;l R TN +n)
N+1 N1
= lim ln(——l—)—i-lnN—Z—)
N—+oo n=1"T
= —~. Donc
=
ILF.1. )0,1[ 5> R est continue sur |0, 1].
1 1
t —
T
1
En 0 1) = -
I 1
Tt 2
—t—§+0<t2)
1 1
=1 -
1+§+O(t)
1 t
= (1-14+2
t( +2+0(t))
1

Donc, ¢ se prolonge par continuité en 0 et fol/ 2 © converge.
En 1, lim ¢ (t) = 1; donc, ¢ se prolonge par continuité en 1 et f11/2 © converge.
t—1—

D’ou I est une intégrale convergente.

I1.F.2. Effectuons le changement de variables dans I, t = e~ *. Cela est possible car z Al
1

’ 1—
est un difféomorphisme de classe C' de |0, +oo| sur |0, 1] (Vz € |0, +oo|, €' (x) = e ® #0). D’ou :



too 1 1
[ = ( — —> e *dx
l—e?® x

Vo € ]0,+oo[, ®(x) = ¢pof(x). Donc ®(]0,+o0[) = ¢ (]0,1[). Or ¢ se prolonge par continuité sur
[0,1], donc ¢ est bornée, ce qui prouve que :

(@ est bornée

1—e™™

n—1
II.F.3. Or Vz € ]0, +oo[ et Vn € N*, Y e = gy e®# 1. Dou :
k=0 —e

1 — —n:r:

—k;v
et :
1—e* z_: * l—e®
— e 1
(Z —kz 4 v E) e tdx
1 ef(nJrl)m e T
=Y fo ~(k+Dz gy 4 f < T o ) dx (car les n premieres intégrales, donc la derniere

e~ T _ 6—(77,—1—1):0 e—(n—i—l)x e—(n—f—l)x)

X Jo e =)o < T + x 1—e=@

k=1
e T e (n+1)x
T — est continue sur R**,
x
e T ef(nJrl)x . ) e T 67(n+1)x oo e T 67(n+1)x
~ n, lim x =0et fo dx converge). Donc
x z—0t T—+00 x x

T

1 ~ —z _ ,—(nt+D)zx =

oo et e—(n-i—l)ac foo €77 4o e—(n—‘rl):v
ILF 4. [ ( ) de = [ —dx — [ dx (car les 2 intégrales convergent)
T T

f(n+1)s du (grace au changement de variables u = (n + 1) z,
Uu

valide, dans la seconde mtegrale) Donc

—z _ —(n+l)z —x
f+oo (6 e ) dr — fg(n-i-l)a e—dI

€ T 7
-z _ ,—(n+l)z —z _ ,—(n+l)z
oo [ € € . 400 [ € e
ILF5. [ dr = 1 d
fo ( . ) ¢ = lm fa ( . ) x
— lim f(n-l-l)s e—d:[,‘
e—0t+ UE x
n n - 1 - 1
- (f( +e 1 d + f (e —dm) LOraz s E se prolonge par
€H0+ x X
continuité sur [0, 1], est donc bornée sur |0, 1] et hm+ f (ntl)e dx = 0. Donc :
e—0 xT
-z _ ,—(n+l)z 1
f0+oo (6 e ) dr — lim f(nJrl)z-: Zdr
X e—0t+ v¢ €T



—z _ ,—(nt+l)z
f0+oo (e ‘ )dlen(n+1)

T

ILF.6. Comme ® est bornée, IM € RT, Vo € R™, |® (z)| < M. Jen déduis que :
’fOJrOO e~ (2P () da:" < M. [ e=("+12dy (majoration par une intégrale convergente)
M

n+1
D’ou lim f0+oo e~ 2Q (1) dr = 0.

n—-+o0o

<

Comme]zl—i—%—i—...+l—ln(n)+ln< >+f+°° e~ (TG () da
zwn+ln( )+f ~()2 (1) do,
)+f 29 (1) do =
=1

I = lim wn+1n<

n—-+o0o

n+1

Partie III

Vn €N, b, = enan
IILA.1 b, =o0(a,) < 3(e,) € RY, { lim &, =0
n—4o00

Or lim ¢, =0= ANeNVneNn>N=|g,]<1). Dou, pour n > N, |b,| < |a,|, ce qui

n—-+00
entraine que le rayon de convergence de la série entiere > b,2™ est supérieur ou égal a celui de ) a,a”
Donc :
le rayon de convergence de la série entiere »  b,z™ est supérieur ou égal a 1.

IIT1.A.2. Soit € > 0. Comme dans ITI.A.1., il existe N € N,Vn € N;n > N = |b,| < g la,| = Ean. D’ou

2
—+o0 —+o0
Vo e [0,1], | bua™| < B I e I N

n=0 n=N-+1

< Z ool + >0 zaua”

n= N+1 2
<Z|b[+ Zanx Donc :
n=0

N
In e N, Vo € [0,1], [v(z)] < 3 [ba] + gu ()
n=0

III.A.3. Montrons que lim u (z) = +oo. Comme ) a,, diverge et que ¥n € N, a,, > 0, 11r+n Z ar =
r—1— n— OOk 0
+00.

Soit A >0,3dN; e N Vn e N, n > Ny = > ap > 2A.
k=0
Soit n > Ni.z — > apr® est continue en 1. Donc 3 > 0,Vz € R, [z — 1| < a =
k=0
A. D’ou : .
Ve el —a, 1], S apat > > apa® > S ap — A>2A — A= A. Jai donc montré que :

n
Z ai| <
k=0

k=0



Va >0, 3o > 0,Vz € [0,1], |z — 1| < a = u(x) > A, ce qui signifie lim u (z) = +o0.

r—1—

N
OrIN € neN, Vo € [0,1], jo(2)] < 3 |ba| + gu(aj).
n=0

N 2
Comme hI? u(x) = +o0, Ja > 0, tel que Vo € [0,1[, [z — 1| < a = u(z) > (Z \bno - Dot :
r—1" n=0

Ve e0,1], [z —1] <a=|v(@)| < gu(x)+fu(x) = cu (z)

2
v () A )
~ |a (x) = ¢ Diou a:liglf u(x)

(Y

=0et

v (x) = o (u(z)) au voisinage de 1|

IIL.B.Sia, ~ by, a,=>b,+c,avecc, =o0(b,).Or, on a maintenant b, > 0 a partir d’'un certain
o0

n—-+
rang, » . b, diverge et > b,x™ a pour rayon de convergence 1. Donc si 'on appelle w la somme de Y ¢, x™.
Ve e [0,1],u(z) = v (z)+w (z) avec w (x) = o (v (x)) au voisinage de 1 d’apres la question précédente,

ce qui montre que :

W@ ~ o)

ITI.C. - Application 1
1 1
I11.C.1. n®In (ch—) ~ n? (ch— — 1)
n ) n—+oo n

1
~ 3 _—
n—+o00 " (2n2 )

Yo 2 Or > §x” a pour rayon de convergence 1, le coefficient étant une fonction
n—-+00

rationnelle de n.. Donc :

1
S n3ln (ch—) x™ a pour rayon de convergence 1
n

IT1.C.2. Appliquons IIL.B. :

n n n 1
(§> est & termes positifs, » 5 diverge, > Ea:” a pour rayon de convergence 1, n?In (Ch—) ~
neN

n n—-+oo

n
—. D :
5 onc

400 31 hl n "'Zoonno

n;on nfc - x xel*n:(]Qx' T

toon T too T 1 2 1 1 2
Ve e|-1,1], —" = — n—l _— = ~ = Do :
vel=LAL 2 get =5 a e 2(1—:5) xﬁ12(1—x) ou

oo 1 1/ 1 \°
31 h— |z ~ =
nz::()n n(c n)x x—>1—2(1—x)
III.D. - Application 2

III.D.1. Yn € N*, 1 < H,, < n; d’ou si 'on note p (> a,z™) le rayon de convergence de Y a,z™, I'on
obtient :

P (Z nx”) <p (Z an”) <p (Z :U”) . Comme p (Z nx”) =p (Z x”) = 1, I'on en déduit
n>1 n>1 n>1 n>1 n>1
que :



(S ) =1

n>1

In(n+1) N In (n)
In(n) n—o+too In(n)

Vn > 2,

= 1, ce qui montre que :

p(Zln(n)x") ~1

n>1

“+o00o +oo +oo
Ve e]-1,1[, (1 —2) > Hya" = > Hyx" — >, Hyz" ™!

n=1 n=1 n=1

+oo “+o00o
= Zl Hyaz" — ZZ Hy_qa"
n— n—

+00
=z+ > (Hy,—Hy,_1)2"
n=2

+oo
=xz+ > —.Dou:

n=2 N

Vo € ]—1,1], (1—x)§oan”:—ln(1—x)

n=1

1 1
II1.D.2. D’apres I1.D.3., 1+ 5 + ... +——=In(n) =y +o0(1) lorsque n tend vers +o0o0. D’ou H,, ~
n

n—-+o0o

In (n). Or (H,) est une suite a termes positifs, > . H, diverge (H, ne tend pas vers 0), p (Z Hn:c”> =1,
n>1
donc :
“+o0o +o00o
> In(n)z™ ~ > H,z™ D’ou, d’apres II1.D.1.,
n=1

z—17 p=1

Foo In(1—x)
1 S B
n;l ! (n> ’ z—1~ 11—z

III.LE. - Application 3

1Ix3x ... x(2n—-1
=14+ > (2n )xzn (série entiere de

HNLE1. L it v -1,1
on salt que $E] 7[7 = 2><4><...><(2n)

1
V1—a?

rayon de convergence 1). D’ou :

11 1 T2 1Ix3x ... x(2n—1)
Vo € —— = 7—:1 2n 2n7
v a al|’ V1= a2x? +nZ::1 2x4x ... X(2n) “r

: : 1
(série entiere de rayon de convergence —)
a

ILE.2. Vt € [0, g} , Vo € ]—1,1], |zcos (t)] < 1, donc :

1 ™Ix3Ix ... x(2n-1
=1+ (2n )CL’QnCOSQnt
1 — 22 cos?t =1 2x4x .o x(2n)
oo (2n)!
= L)szn cos?™ t. D’ott :
n=0 22" (n!)




Vt € [O, g} Vo e ]-1,1], Z [anQn 0s?" t et :

V1— xQ cos?t a0 T

VxGLJJLVneNﬂJ@ﬁ:EZ—QW%k/ %uﬁ+f”<:z 2 Ly &%)ﬁwh;
k=0T k=n+1T
T oo 2 oo 2
Vit € [O, —} Vo e |11, Y ZIya®*cos? t < Y ZIya?t et
2 k=n-+1 m k=n-+1 m

w % 2 = 2 :
Ve e ]-1,1[, 0 < [ /2 ( S° = ok cos? t) dt < = S° ZIox®* qui tend vers 0 quand n tend
k=n+1T 2 k=n+1 T

n T 2
vers +oo. Dot lim [7* ( So ZIa? cos?t t) dt =0 et :

n—-+oo 0 k=n+1 T

+oo 9
Vo € |-1,1[, J () = 3 =I5a™
k=0 T

On a donc :

2
vn eN, a, = —1I,
s

2 2 T 0 si n est impair
IIT.LE.3. On sait que Iy, ~ /4 d’ott [2 ~ 2% _ Or, si b, =4 2
n—-+ n

2
n—too m  4n 2n —15,

1

0 si n est impair
et ¢, = . .
" — si n est pair et non nul ’

(bn) est a termes positifs, > b, diverge, ¢, ~ b,. d’ou, d’apres, 111.B.,
n——+00

+o00
> by o~ chx &
n=0

x—>1 n=0
oo p?n In(1 — z?) In(l—2z)+In(1+x)

J ~ n = _— = — _ —
() - 2 Z ¢ Z on 2 2
In(1 —x)
J ~ —_——
(1') r—1— 2
Partie IV

IV.A. Vo € R, Vn € N, (1—x)ZAxp ZASCP—ZASZZP+1
p= p=
n+1

—ZAQ;”—ZAP 1l'p

:Ao—l—Z(A Apq) P — At
p_

= ag + Z apz? — Apx™tt Do :
p=1

VreR,VneN, (1—-x) Z AP = Z apz? — A"t

n +o00
Dousiz € |0, et n € N, 0 < (1—x) > ApaP = Zapasp—A vt < Zapa:p < Zapxp
p=0 = p= p=0

puisque Y a,zP converge et est a termes positifs. D’ou la suite (Z Apxp) est croissante et ma-
p=0 neN

10



“+o00o
> apa?

. , p=0
joree par

. elle converge, ce qui montre que Y A,2P converge; on en déduit que Vx € |—1,1],
T

> Apz?P est absolument convergente et que p (D A,2™) > 1. Comme (A,,) tend vers +o00, Y A, diverge
et p(>- Anz™) < 1. Donc :

p (> Anr") =1

IV.B.Vz € |-1,1[, >  Anz"™ converge et donc lim A,z" = 0. Donc d’apres IV.A.,

n—-+00

Ve e]-1,1], (1—x)ZApxp Zapxp:>

p=

Zann
el 5 A =2

1—&:

Comme p (>  Apz") = 1l et B, ~ Ap, p(O- Bpa™) = 1 et lirf B,x""' = 0. En outre d’apres
VA,

Ve e]-1,1[,VneN, (1—x) > Bya? = Y b,a? — B,z"*!. En faisant tendre n vers +oo, on obtient
p=0

e (Z bpxp) converge et que :
p=0 neN

be

l—x

Vo e ]-1,1], ZB

Enfin, comme (A,) est a termes positifs, > A, diverge, p (>  A,2") =1, B, ~ A,, d’apres IIL.B.,

n—+

IV.C. Application 1 :

IV.C.1. Pour z =1, >_ 2" diverge car son terme général ne tend pas vers 0. Donc p (Z x“n) <1
n a” 400

Pour |z| < 1, )] ]a;\“k < Y |z|F qui tend vers Y |z[* quand n tend vers +oo. Donc Sz est
k=0 k=0

= = k=0
absolument convergente et p (Z x“n) > 1. Donc :

p(Xoa) =1

0siVpeN, n#aP '
lsidpeN, n=a? . Alors :

1 1 1 1
M—1 p<ﬂcequ1montrep ~ n—EnposantB—nn bp=0etb,=DB,— B, 1,ona:
Ina In n—+oo Ina Ina

(an) est a termes positifs non tous nuls, A, ~ B, p (O aya™) =1et Y a, diverge; d’ou :

= = Inn In(1—x)

A, ~ B, —2a" ~ —————— dapres [I1.D.2.. D :

n;) " o1 Z " — In P In(a) (1 — x) apres one

+o0 In(1 —

'n;O apz" = (1 —x) n;() Apz™ o~ —%. J’ai montré :

11



o In(1—x)
n;O n® rl- In(a)

III.D. Application 2 :

[II.D.1. Pour z =1, > 2™ diverge car son terme général ne tend pas vers 0. Donc p <Z x > <1
n n2

+oo
Pour |z| < 1, ) \x|k2 < Y |z|F qui tend vers Y |z|* quand n tend vers +oo. Donc Y x
k=0 k=0

k=0
absolument convergente et p (Z x”2> > 1. Donc :

p <Zx”> =1

1 1 1 1
Vn+ —\/_:\/ﬁ< 1+——1>:ﬁ(1+2—+o(—)—1) ~
n n n
de d’Alembert, on obtient :

e 2 En utilisant la regle

p(C(Vnt1=yn)a") =1

, n=p
Za:"2 = Y a,z". Soit n € N et p I'unique entier positif tel que p* < n < (p+1)°, alors A
et v/n—1<p</n,cequimontrep ~ /n ~ +/n+1. En posant B
n—-+o0o n—-+o0o
b,=B,— B, 1=+vn+1—y/n,ona:
(ay) est a termes positifs non tous nuls, A,
+00
> Apat o~ ZBI @(1—@214 "
n=0 z—1~

- 2
Soit n € N; la suite (p?),cy est strictement croissante; posons ay, { 0sivVpe N, n#p

~ B, p (O ayx™) =1 et Y a, diverge; d’ou :
+o0
~ (1—2x)> Bz"
z—1- n=0
@Zan ~ anx D’ou :
n=0

J}—)l

::Zoj)x ~ Z(s/—n+ _ /)2

™ 1
IVv.D.2. O it I, ~ 1/ o d H—fw
n sait que ATIRY e onc 5 \/ﬁ D

/1
D’apres II1.B. appliquée aux séries entieres » (\/n—i— — \/ﬁ) ety 2—Inx” vn+1-— \/_)
™
est & termes positifs, > (vn + 1 — y/n) diverge, p (3} (Vn+1—/n)
1

") =letvVn+1—+/n
2ﬂ_n?

~

n—-+4o0o

;(\/n—i- —\/_) x_)l\/;ZIx

T n
IV.D.3. Vt € [O, g} , Vo € |-1,1], |z cos (t)| < 1, donc

————— =) z"cos"t. D’ou :
1 —xzcost ;=

12

1sidpeN, n=ryp? Alors :

n =D
n:\/n—l—l, b():let

est



1 oo
—— = > a"cos"t et :
1—zcost ;=

Vt € [0, g} , Ve e ]-1,1],

x 1 n /2 - +o00
Vo e ]-1,1[, Vn € N*, /Q—dt:Z:ck/ COStdt—l—f/2(Z xkcoskt)dt.Or:
1 —xcost k=0 0 k=n+1
Iy,
+00 n+1 n+1t
vVt € [O,Z},VI’E]—LH, > cheosht =L 9 °
2 ket 1 1 —xcost
n+1t
vee L1, [ 5 abeostt) dt| < ol [T gr < et i T Gntegrale
ki1 1 —zcost 1 —xcost

s
d’une fonction continue sur [0, §]> qui tend vers 0 quand n tend vers +oo. D'ou :

“+o00o
lim Oﬂ/z < S° 2Fcosk t) dt =0 et :
n—+oo k=n+1

w/2 1
Vo e]-11], fo 1 —xcost

+o00
dt = Z ]kl'k
k=0

m 1 . : t
IV.D.4. Calculons [ /2 —tdt a l'aide du changement de variables u = tan 3 (C! sur [0, g] ).
— oS

fﬂ/g 1 —f 2du

O 1—=xzcost O 14+ u?—xz(1—u?)
_f 2du
0~ u2(1 +2)

1
+Idu

_ 2 1 V1i—=z
_\/1—$2f0 +x
1+(u )
2 N
= 1 [arctan (u 7 x)} D'ou :

_l’ —

fW/Q—dt—Larctan \/1+$
0 1—gcost  +/1—z2 1—x

Or —2 t (,/h%) ° Dot
I ———= arctan o u— ~N e ou :
V1 — 2 l—x) -1~ 2(1—1’)

400 m
Yol ~ ——— et
n=0 =17 /2 (1 — x)

H

400 9 1 +o0 ﬁ
v o~ — L™ ~ ——
77,;0 r—1— 27 n;() rx—1— 2\/ 1—=z

(e e]e ele ol ole ole ole elo ole eje ele.¢)
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