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Partie I

I.A.1. Une intégration par parties donne In+2 = [sin x cosn+1 x]
π/2
0 + (n + 1)

∫ π/2

0
sin2 x cosn x dx. D’où

:
In+2 = (n + 1)

(∫ π/2

0
(1− cos2 x) cosn x dx

)
= (n + 1) (In − In+2) et

(n + 2) In+2 = (n + 1) In

I.A.2. Pour n ≥ 1, I2n =
(2n− 1)

(2n)
I2(n−1)

=
(2n− 1) ... 1

(2n) ... 2
I0 (récurrence simple). D’où :

∀n ∈ N, I2n =
(2n)!

22n (n!)2 ×
π

2

Pour n ∈ N, I2n+1 =
(2n)

(2n + 1)
I2n−1

=
(2n) ... 2

(2n + 1) ... 3
I1 (récurrence simple). D’où :

∀n ∈ N, I2n+1 =
22n (n!)2

(2n + 1)!

I.B.1. ∀n ∈ N, ∀x ∈
[
0,

π

2

]
, cosn+2 x ≤ cosn+1 x ≤ cosn x. D’où :

∀n ∈ N, In+2 ≤ In+1 ≤ In ⇒
In+2

In

≤ In+1

In

≤ 1 ⇒
n + 1

n + 2
≤ In+1

In

≤ 1 ⇒ lim
n→+∞

In+1

In

= 1 et :

In ∼
n→+∞

In+1

I.B.2. D’après I.A.1., ∀n ∈ N, (n + 2) In+2 = (n + 1) In ⇒
(n + 2) In+2In+1 = (n + 1) InIn+1 ⇒
Jn+1 = Jn. Donc la suite (Jn) est constante et ∀n ∈ N, Jn =J0 = I0I1 =

π

2
.

On a donc ∀n ∈ N, (n + 1) InIn+1 =
π

2
. Or (n + 1) InIn+1 ∼

n→+∞
nI2

n (d’après I.B.1.). Donc nI2
n ∼

n→+∞
π

2
et, comme In > 0,

In ∼
n→+∞

√
π

2n

I.B.3. Application I
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Soit t réel positif. L’application
[
0,

π

2

]
→ R

x → cost x

est continue sur
[
0,

π

2

]
et l’intégrale

∫ π/2

0
cost x dx a

un sens.
L’on a ∀t ∈ R+, ∀x ∈

[
0,

π

2

]
, cosE(t)+1 x ≤ cost x ≤ cosE(t) x où E (t) désigne la partie entière de t.

Donc :∫ π/2

0
cosE(t)+1 x dx ≤

∫ π/2

0
cost x dx ≤

∫ π/2

0
cosE(t) x dx. En outre :

E (t) ≤ t < E (t) + 1 ⇒ t− 1 ≤ E (t) ≤ t
⇒ E (t) ∼

t→+∞
t et lim

t→+∞
E(t) = +∞. On en déduit (en utilisant I.B.2.) :∫ π/2

0
cosE(t)+1 x dx ∼

t→+∞

√
π

2 (E (t) + 1)
∼

t→+∞

√
π

2E (t)
∼

t→+∞

√
π

2t
et de même

∫ π/2

0
cosE(t) x dx ∼

t→+∞√
π

2t
.

Donc : ∫ π/2

0
cost x dx ∼

t→+∞

√
π

2t

I.B.4. Application II

x
ϕ→ |sin x|x est continue sur [1, +∞[ et positive

Étudions la série de terme général un. Dans un, effectuons le changement de variables u = x− nπ.

∀n ∈ N∗, un =
∫ π

0
|sin u|u+nπ du ≥

∫ π

0
|sin u|(n+1)π du car ∀u ∈ [0, π] , nπ ≤ u + nπ ≤ (n + 1) π et

comme |sin u| ≤ 1, |sin u|nπ ≥ |sin u|u+nπ ≥ |sin u|(n+1)π .

Or u → |sin u|(n+1)π est π− périodique et paire; d’où :

un ≥ 2
∫ π/2

0
(sin u)(n+1)π du = 2

∫ π/2

0
(cos u)(n+1)π du = vn ≥ 0 (changement de variables v =

π

2
− u).

Or vn ∼
n→+∞

2

√
π

2 (n + 1) π
∼

n→+∞

√
2

n
, donc

∑
n≥1

vn diverge et
∑
n≥1

un diverge.

Soit A > 0, ∃N ∈ N,
N∑

n=1

un > A ⇒
∫ (N+1)π

π
ϕ (x) dx > A, ce qui prouve que [1, +∞[ → R

x →
∫ x

π
ϕ (u) du

n’est

pas majorée; comme ϕ ≥ 0,
∫ +∞

π
ϕ (u) du diverge. Donc :∫ +∞

1
ϕ (u) du diverge

I.C.1. vn =

(
n +

3

2

)
ln (n + 1)− n− 1−

n+1∑
k=1

ln k −
((

n +
1

2

)
ln (n)− n−

n∑
k=1

ln k

)
=

(
n +

1

2

)
(ln (n + 1)− ln n)− 1

= n

(
1 +

1

2n

)
ln

(
1 +

1

n

)
− 1

= n

(
1 +

1

2n

)(
1

n
− 1

2n2
+

1

3n3
+ o

(
1

n3

))
− 1

= n

(
1

n
+

1

n3

(
1

3
− 1

4

)
+ o

(
1

n3

))
− 1

=
1

12n2
+ o

(
1

n2

)
. D’où :

vn ∼
n→∞

1

12n2
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I.C.2. On en déduit que
∑

vn =
∑

(un+1 − un) converge donc (un) converge.

I.D. lim
n→+∞

un = S ⇒ lim
n→+∞

eun = eS. Posons C = e−S : C > 0.

Or eun =
nn+

1
2 e−n

n!
∼

n→∞

1

C
⇒

n! ∼
n→∞

Cnn+
1
2 e−n

I.E. Comme In ∼
n→∞

√
π

2n
, I2n ∼

n→∞

√
π

4n
. Or :

I2n =
(2n)!

22n (n!)2 ×
π

2
∼

n→∞

C (2n)2n+
1
2 e−2n

22nC2n2n+1e−2n
× π

2
∼

n→∞

√
π

4n
. D’où, après simplification, C =

√
2π.

On obtient la formule de Stirling :

n! ∼
n→∞

√
2πnnne−n

Partie II

II.A. Posons an =
1

n
pour n ∈ N∗. an est une fonction rationnelle de n, donc

∑
n≥1

anx
n a pour rayon de

convergence 1. En outre pour x = −1,
∑
n≥1

an (−1)n est une série numérique alternée qui vérifie le critère

spécial de convergence des séries alternées (la suite (an) décroit et tend vers 0), donc elle converge. on en
déduit que :

la somme f de la série entière est définie et continue sur [−1, 1[.

∀x ∈ [−1, 1[ , f (x) = − ln (1− x)

II.B.1. ln

(
1 +

1

n

)
∼

n→∞

1

n
= an; donc

∑
n≥1

ln

(
1 +

1

n

)
xn a même rayon de convergence que

∑
n≥1

xn

n
,

c’est-à-dire 1. Donc :∑
n≥1

ln

(
1 +

1

n

)
xn a pour rayon de convergence 1.

II.B.2. ∀n ∈ N∗, ln

(
1 +

1

n

)
(−1)n =

(
1

n
− 1

2n2
+ o

(
1

n2

))
(−1)n = un + vn avec :

un =
(−1)n

n
et vn = (−1)n+1

(
1

2n2
+ o

(
1

n2

))
. Or :∑

n≥1

un converge (critère spécial de convergence des séries alternées)∑
n≥1

vn est absolument convergente car |vn| ∼
n→∞

1

2n2
. D’où :

∑
n≥1

ln

(
1 +

1

n

)
(−1)n converge

g (−1) = lim
N→+∞

2N∑
n=1

(ln(n + 1)− ln (n)) (−1)n

= lim
N→+∞

N∑
n=1

(ln(2n + 1)− ln (2n))−
N−1∑
n=0

(ln(2n + 2)− ln (2n + 1))

= lim
N→+∞

N∑
n=1

(ln(2n + 1)− ln (2n))−
N∑

n=1

(ln(2n)− ln (2n− 1))
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= lim
N→+∞

N∑
n=1

ln
(2n + 1) (2n− 1)

4n2

= lim
N→+∞

ln
(2N + 1) (2N − 1) (2N − 1) (2N − 3) ... 5.3.3.1

4N (N !)2

= lim
N→+∞

ln

[
(2N + 1)

((2N)!)2

4N (N !)2 22N (N !)2

]
Or (2N + 1)

((2N)!)2

4N (N !)2 22N (N !)2 ∼
N→∞

2N
4πN (2N)4N e−4N

24N4π2N2N4Ne−4N
=

2

π
. Donc :

g (−1) = ln
2

π

II.C. ln

(
1 +

1

n

)
∼

n→∞

1

n
; d’où

∑
n≥1

ln

(
1 +

1

n

)
diverge; comme ln

(
1 +

1

n

)
≥ 0, lim

n→+∞

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
=

+∞.

Soit A > 0, ∃N ∈ N,
N∑

k=1

ln

(
1 +

1

k

)
> 2A.

x →
N∑

k=1

ln

(
1 +

1

k

)
xk est continue sur R, donc en 1 à gauche et il existe α > 0 tel que :

∀x ∈ ]1− α, 1[ ,

∣∣∣∣ N∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
xk −

N∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)∣∣∣∣ < A ⇒
N∑

k=1

ln

(
1 +

1

k

)
xk >

N∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
− A

> 2A− A = A.

Or ∀x ∈ ]1− α, 1[ ,
+∞∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
xk ≥

N∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
xk > A. J’ai donc montré que :

∀A > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ [−1, 1[ , |x− 1| < α ⇒ g(x) > A ce qui signifie que :

lim
x→1−

g (x) = +∞

II.D.1. ∀x ∈ ]−1, 1[ , g (x) + ln (1− x) =
+∞∑
n=1

(
ln

(
1 +

1

n

)
− 1

n

)
xn. Posons cn = ln

(
1 +

1

n

)
− 1

n
;

cn =
1

n
− 1

2n2
+ o

(
1

n2

)
− 1

n
= − 1

2n2
+ o

(
1

n2

)
∼

n→∞
− 1

2n2

D’où
∑
n≥1

cnx
n converge pour x = 1 et la somme de la série entière est continue en 1. Donc :

lim
x→1−

g (x) + ln (1− x) = l ∈ R

II.D.2. ∀n ∈ N∗, wn+1−wn =
1

n + 1
− ln

n + 1

n
=

1

n + 1
−
∫ n+1

n

dt

t
≤ 0 car ∀t ∈ [n, n + 1] ,

1

t
≥ 1

n + 1
,

ce qui donne
∫ n+1

n

dt

t
≥ 1

n + 1
. Donc :

(wn) est décroissante.

II.D.3. Soit n ∈ N∗; ∀k ∈ {1, ..., n} ,
∫ k+1

k

dt

t
≤ 1

k
(car t → 1

t
est décroissante sur R+∗). D’où :

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

∫ k+1

k

dt

t
≥ 1− ln (2) (terme obtenu pour k = 1). D’où :
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n∑
k=1

1

k
−
∫ n+1

1

dt

t
≥ 1− ln (2) ⇒

n∑
k=1

1

k
− ln(n + 1) ≥ 1− ln (2) ⇒

n∑
k=1

1

k
− ln (n) ≥ ln(n + 1)− ln(n) + 1− ln(2) ≥ 1− ln(2) > 0.

D’où la suite (wn) est décroissante minorée par 1− ln(2) et :

(wn) converge vers un réel γ ≥ 1− ln(2), donc strictement positif.

II.E. Posons pour tout x ∈ [−1, 1] , h (x) = g (x) + ln (1− x) ; on a vu que ∀x ∈ [−1, 1] , h (x) =
+∞∑
n=1

cnx
n.

Comme la série entière converge en −1 et 1, h est continue en −1 et 1.

D’où l = h(1) =
+∞∑
n=1

(
ln

(
1 +

1

n

)
− 1

n

)
= lim

N→+∞

N∑
n=1

(
− 1

n
+ ln

(
1 +

1

n

))
= lim

N→+∞

(
N∑

n=1

− 1

n
+

N∑
n=1

ln

(
n + 1

n

))
= lim

N→+∞

(
N∑

n=1

− 1

n
+ ln

(
N + 1

N

)
+ ln N

)
= lim

N→+∞

(
ln

(
N + 1

N

)
+ ln N −

N∑
n=1

1

n

)
= −γ. Donc :

l = −γ

II.F.1. ]0, 1[
ϕ→ R

t → 1

t
+

1

ln (1− t)

est continue sur ]0, 1[ .

En 0, ϕ (t) =
1

t
+

1

ln (1− t)

=
1

t
+

1

−t− t2

2
+ o (t2)

=
1

t

1− 1

1 +
t

2
+ o (t)


=

1

t

(
1− 1 +

t

2
+ o (t)

)
=

1

2
+ o (1)

Donc, ϕ se prolonge par continuité en 0 et
∫ 1/2

0
ϕ converge.

En 1, lim
t→1−

ϕ (t) = 1; donc, ϕ se prolonge par continuité en 1 et
∫ 1

1/2
ϕ converge.

D’où I est une intégrale convergente.

II.F.2. Effectuons le changement de variables dans I, t = 1− e−x. Cela est possible car x
θ→ 1− e−x

est un difféomorphisme de classe C1 de ]0, +∞[ sur ]0, 1[ (∀x ∈ ]0, +∞[ , θ′ (x) = e−x 6= 0) . D’où :
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I =
∫ +∞

0

(
1

1− e−x
− 1

x

)
e−xdx

∀x ∈ ]0, +∞[ , Φ (x) = ϕ ◦ θ (x) . Donc Φ (]0, +∞[) = ϕ (]0, 1[) . Or ϕ se prolonge par continuité sur
[0, 1] , donc ϕ est bornée, ce qui prouve que :

Φ est bornée

II.F.3. Or ∀x ∈ ]0, +∞[ et ∀n ∈ N∗,
n−1∑
k=0

e−kx =
1− e−nx

1− e−x
car e−x 6= 1. D’où :

1

1− e−x
=

n−1∑
k=0

e−kx +
e−nx

1− e−x
et :

I =
∫ +∞

0

(
n−1∑
k=0

e−kx +
e−nx

1− e−x
− 1

x

)
e−xdx

=
n−1∑
k=0

∫ +∞
0

e−(k+1)xdx +
∫ +∞

0

(
e−(n+1)x

1− e−x
− e−x

x

)
dx (car les n premières intégrales, donc la dernière

converge)

=
n∑

k=1

∫ +∞
0

e−kxdx−
∫ +∞

0

(
e−x − e−(n+1)x

x
+

e−(n+1)x

x
− e−(n+1)x

1− e−x

)
dx

=
n∑

k=1

1

k
−
∫ +∞

0

(
e−x − e−(n+1)x

x

)
dx +

∫ +∞
0

e−(n+1)x

(
1

1− e−x
− 1

x

)
dx ( car

x → e−x − e−(n+1)x

x
est continue sur R+∗,

e−x − e−(n+1)x

x
∼

x→0+
n, lim

x→+∞
x2

(
e−x − e−(n+1)x

x

)
= 0 et

∫ +∞
0

(
e−x − e−(n+1)x

x

)
dx converge). Donc

:

I =
n∑

k=1

1

k
−
∫ +∞

0

(
e−x − e−(n+1)x

x

)
dx +

∫ +∞
0

e−(n+1)xΦ (x) dx

II.F.4.
∫ +∞

ε

(
e−x − e−(n+1)x

x

)
dx =

∫ +∞
ε

e−x

x
dx−

∫ +∞
ε

e−(n+1)x

x
dx (car les 2 intégrales convergent)

=
∫ +∞

ε

e−x

x
dx−

∫ +∞
(n+1)ε

e−u

u
du (grâce au changement de variables u = (n + 1) x,

valide, dans la seconde intégrale). Donc :

∫ +∞
ε

(
e−x − e−(n+1)x

x

)
dx =

∫ (n+1)ε

ε

e−x

x
dx

II.F.5.
∫ +∞

0

(
e−x − e−(n+1)x

x

)
dx = lim

ε→0+

∫ +∞
ε

(
e−x − e−(n+1)x

x

)
dx

= lim
ε→0+

∫ (n+1)ε

ε

e−x

x
dx

= lim
ε→0+

(∫ (n+1)ε

ε

1

x
dx +

∫ (n+1)ε

ε

e−x − 1

x
dx

)
. Or x

µ→ e−x − 1

x
se prolonge par

continuité sur [0, 1], est donc bornée sur ]0, 1[ et lim
ε→0+

∫ (n+1)ε

ε

e−x − 1

x
dx = 0. Donc :∫ +∞

0

(
e−x − e−(n+1)x

x

)
dx = lim

ε→0+

∫ (n+1)ε

ε

1

x
dx
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= lim
ε→0+

[ln x](n+1)ε
ε . D’où :

∫ +∞
0

(
e−x − e−(n+1)x

x

)
dx = ln (n + 1)

II.F.6. Comme Φ est bornée, ∃M ∈ R+, ∀x ∈ R+∗, |Φ (x)| ≤ M. J’en déduis que :∣∣∣∫ +∞
0

e−(n+1)xΦ (x) dx
∣∣∣ ≤ M.

∫ +∞
0

e−(n+1)xdx (majoration par une intégrale convergente)

≤ M

n + 1
.

D’où lim
n→+∞

∫ +∞
0

e−(n+1)xΦ (x) dx = 0.

Comme I = 1 +
1

2
+ ... +

1

n
− ln (n) + ln

(
n

n + 1

)
+
∫ +∞

0
e−(n+1)xΦ (x) dx

= wn + ln

(
n

n + 1

)
+
∫ +∞

0
e−(n+1)xΦ (x) dx,

I = lim
n→+∞

wn + ln

(
n

n + 1

)
+
∫ +∞

0
e−(n+1)xΦ (x) dx ⇒

I = γ

Partie III

III.A.1. bn = o (an) ⇔ ∃ (εn) ∈ RN,

{ ∀n ∈ N, bn = εnan

lim
n→+∞

εn = 0

Or lim
n→+∞

εn = 0 ⇒ (∃N ∈ N,∀n ∈ N, n > N ⇒ |εn| ≤ 1) . D’où, pour n > N, |bn| ≤ |an| , ce qui

entrâıne que le rayon de convergence de la série entière
∑

bnx
n est supérieur ou égal à celui de

∑
anx

n.
Donc :

le rayon de convergence de la série entière
∑

bnx
n est supérieur ou égal à 1.

III.A.2. Soit ε > 0. Comme dans III.A.1., il existe N ∈ N, ∀n ∈ N, n > N ⇒ |bn| ≤
ε

2
|an| =

ε

2
an. D’où

:

∀x ∈ [0, 1[ ,

∣∣∣∣+∞∑
n=0

bnx
n

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ N∑
n=0

bnx
n

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ +∞∑
n=N+1

bnx
n

∣∣∣∣
≤

N∑
n=0

|bn|+
+∞∑

n=N+1

ε

2
anx

n

≤
N∑

n=0

|bn|+
ε

2

+∞∑
n=0

anx
n. Donc :

∃n ∈ N, ∀x ∈ [0, 1[ , |v (x)| ≤
N∑

n=0

|bn|+
ε

2
u (x)

III.A.3. Montrons que lim
x→1−

u (x) = +∞. Comme
∑

an diverge et que ∀n ∈ N, an ≥ 0, lim
n→+∞

n∑
k=0

ak =

+∞.

Soit A > 0, ∃N1 ∈ N, ∀n ∈ N, n > N1 ⇒
n∑

k=0

ak > 2A.

Soit n > N1. x →
n∑

k=0

akx
k est continue en 1. Donc ∃α > 0, ∀x ∈ R, |x− 1| < α ⇒

∣∣∣∣ n∑
k=0

akx
k −

n∑
k=0

ak

∣∣∣∣ <
A. D’où :

∀x ∈ ]1− α, 1[ ,
+∞∑
k=0

akx
k ≥

n∑
k=0

akx
k ≥

n∑
k=0

ak − A ≥ 2A− A = A. J’ai donc montré que :
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∀a > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ [0, 1[ , |x− 1| < α ⇒ u (x) > A, ce qui signifie lim
x→1−

u (x) = +∞.

Or ∃N ∈ ∃n ∈ N, ∀x ∈ [0, 1[ , |v (x)| ≤
N∑

n=0

|bn|+
ε

2
u (x) .

Comme lim
x→1−

u (x) = +∞, ∃α > 0, tel que ∀x ∈ [0, 1[ , |x− 1| < α ⇒ u (x) >

(
N∑

n=0

|bn|
)

2

ε
. D’où :

∀x ∈ [0, 1[ , |x− 1| < α ⇒ |v (x)| ≤ ε

2
u (x) +

ε

2
u (x) = εu (x)

⇒
∣∣∣∣v (x)

u (x)

∣∣∣∣ ≤ ε. D’où lim
x→1−

v (x)

u (x)
= 0 et

v (x) = o (u (x)) au voisinage de 1

III.B. Si an ∼
n→+∞

bn, an = bn + cn avec cn = o (bn) . Or, on a maintenant bn ≥ 0 à partir d’un certain

rang,
∑

bn diverge et
∑

bnx
n a pour rayon de convergence 1. Donc si l’on appelle w la somme de

∑
cnx

n.
∀x ∈ [0, 1[ , u (x) = v (x)+w (x) avec w (x) = o (v (x)) au voisinage de 1 d’après la question précédente,

ce qui montre que :

u (x) ∼
x→1−

v (x)

III.C. - Application 1

III.C.1. n3 ln

(
ch

1

n

)
∼

n→+∞
n3

(
ch

1

n
− 1

)
∼

n→+∞
n3

(
1

2n2

)
∼

n→+∞

n

2
. Or

∑ n

2
xn a pour rayon de convergence 1, le coefficient étant une fonction

rationnelle de n.. Donc : ∑
n3 ln

(
ch

1

n

)
xn a pour rayon de convergence 1

III.C.2. Appliquons III.B. :(n

2

)
n∈N

est à termes positifs,
∑ n

2
diverge,

∑ n

2
xn a pour rayon de convergence 1, n3 ln

(
ch

1

n

)
∼

n→+∞
n

2
. Donc :

+∞∑
n=0

n3 ln

(
ch

1

n

)
xn ∼

x→1−

+∞∑
n=0

n

2
xn. Or :

∀x ∈ ]−1, 1[ ,
+∞∑
n=0

n

2
xn =

x

2

+∞∑
n=1

nxn−1 =
x

2

(
1

1− x

)2

∼
x→1−

1

2

(
1

1− x

)2

. D’où :

+∞∑
n=0

n3 ln

(
ch

1

n

)
xn ∼

x→1−

1

2

(
1

1− x

)2

III.D. - Application 2

III.D.1. ∀n ∈ N∗, 1 ≤ Hn ≤ n; d’où si l’on note ρ (
∑

anx
n) le rayon de convergence de

∑
anx

n, l’on
obtient :

ρ

(∑
n≥1

nxn

)
≤ ρ

(∑
n≥1

Hnx
n

)
≤ ρ

(∑
n≥1

xn

)
. Comme ρ

(∑
n≥1

nxn

)
= ρ

(∑
n≥1

xn

)
= 1, l’on en déduit

que :
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ρ

(∑
n≥1

Hnx
n

)
= 1

∀n ≥ 2,
ln (n + 1)

ln (n)
∼

n→+∞

ln (n)

ln (n)
= 1, ce qui montre que :

ρ

(∑
n≥1

ln (n) xn

)
= 1

∀x ∈ ]−1, 1[ , (1− x)
+∞∑
n=1

Hnx
n =

+∞∑
n=1

Hnx
n −

+∞∑
n=1

Hnx
n+1

=
+∞∑
n=1

Hnx
n −

+∞∑
n=2

Hn−1x
n

= x +
+∞∑
n=2

(Hn −Hn−1) xn

= x +
+∞∑
n=2

xn

n
. D’où :

∀x ∈ ]−1, 1[ , (1− x)
+∞∑
n=1

Hnx
n = − ln (1− x)

III.D.2. D’après II.D.3., 1 +
1

2
+ ... +

1

n
− ln (n) = γ + o (1) lorsque n tend vers +∞. D’où Hn ∼

n→+∞

ln (n) . Or (Hn) est une suite à termes positifs,
∑

Hn diverge (Hn ne tend pas vers 0), ρ

(∑
n≥1

Hnx
n

)
= 1,

donc :
+∞∑
n=1

ln (n) xn ∼
x→1−

+∞∑
n=1

Hnx
n. D’où, d’après III.D.1.,

+∞∑
n=1

ln (n) xn ∼
x→1−

− ln (1− x)

1− x

III.E. - Application 3

III.E.1. L’on sait que ∀x ∈ ]−1, 1[ ,
1√

1− x2
= 1 +

+∞∑
n=1

1× 3× ... × (2n− 1)

2× 4× ... × (2n)
x2n (série entière de

rayon de convergence 1). D’où :

∀x ∈
]
−1

a
,
1

a

[
,

1√
1− a2x2

= 1 +
+∞∑
n=1

1× 3× ... × (2n− 1)

2× 4× ... × (2n)
a2nx2n,

(série entière de rayon de convergence
1

a
)

III.E.2. ∀t ∈
[
0,

π

2

]
, ∀x ∈ ]−1, 1[ , |x cos (t)| < 1, donc :

1√
1− x2 cos2 t

= 1 +
+∞∑
n=1

1× 3× ... × (2n− 1)

2× 4× ... × (2n)
x2n cos2n t

=
+∞∑
n=0

(2n)!

22n (n!)2x2n cos2n t. D’où :

9



∀t ∈
[
0,

π

2

]
, ∀x ∈ ]−1, 1[ ,

1√
1− x2 cos2 t

=
+∞∑
n=0

2

π
I2nx

2n cos2n t et :

∀x ∈ ]−1, 1[ , ∀n ∈ N∗, J (x) =
n∑

k=0

2

π
I2kx

2k
∫ π/2

0
cos2k t dt +

∫ π/2

0

(
+∞∑

k=n+1

2

π
I2kx

2k cos2k t

)
dt. Or :

∀t ∈
[
0,

π

2

]
, ∀x ∈ ]−1, 1[ ,

+∞∑
k=n+1

2

π
I2kx

2k cos2k t ≤
+∞∑

k=n+1

2

π
I2kx

2k et

∀x ∈ ]−1, 1[ , 0 ≤
∫ π/2

0

(
+∞∑

k=n+1

2

π
I2kx

2k cos2k t

)
dt ≤ π

2

+∞∑
k=n+1

2

π
I2kx

2k qui tend vers 0 quand n tend

vers +∞. D’où lim
n→+∞

∫ π/2

0

(
+∞∑

k=n+1

2

π
I2kx

2k cos2k t

)
dt = 0 et :

∀x ∈ ]−1, 1[ , J (x) =
+∞∑
k=0

2

π
I2
2kx

2k

On a donc :

∀n ∈ N, an =
2

π
I2n

III.E.3. On sait que I2n ∼
n→+∞

√
π

4n
; d’où

2

π
I2
2n ∼

n→+∞

2

π
× π

4n
=

1

2n
. Or, si bn =

{
0 si n est impair
2

π
I2
2n

et cn =

{
0 si n est impair
1

2n
si n est pair et non nul

,

(bn) est à termes positifs,
∑

bn diverge, cn ∼
n→+∞

bn. d’où, d’après, III.B.,

+∞∑
n=0

bnx
n ∼

x→1−

+∞∑
n=0

cnx
n ⇔

J(x) ∼
x→1−

+∞∑
n=1

cnx
n =

+∞∑
n=1

x2n

2n
= − ln(1− x2)

2
= − ln(1− x) + ln (1 + x)

2
⇒

J(x) ∼
x→1−

− ln(1− x)

2

Partie IV

IV.A. ∀x ∈ R, ∀n ∈ N, (1− x)
n∑

p=0

Apx
p =

n∑
p=0

Apx
p −

n∑
p=0

Apx
p+1

=
n∑

p=0

Apx
p −

n+1∑
p=1

Ap−1x
p

= A0 +
n∑

p=1

(Ap − Ap−1) xp − Anx
n+1

= a0 +
n∑

p=1

apx
p − Anx

n+1. D’où :

∀x ∈ R, ∀n ∈ N, (1− x)
n∑

p=0

Apx
p =

n∑
p=0

apx
p − Anx

n+1

D’où si x ∈ ]0, 1[ et n ∈ N, 0 ≤ (1− x)
n∑

p=0

Apx
p =

n∑
p=0

apx
p − Anx

n+1 ≤
n∑

p=0

apx
p ≤

+∞∑
p=0

apx
p

puisque
∑

apx
p converge et est à termes positifs. D’où la suite

(
n∑

p=0

Apx
p

)
n∈N

est croissante et ma-
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jorée par

+∞∑
p=0

apx
p

1− x
: elle converge, ce qui montre que

∑
Apx

p converge; on en déduit que ∀x ∈ ]−1, 1[ ,∑
Apx

p est absolument convergente et que ρ (
∑

Anx
n) ≥ 1. Comme (An) tend vers +∞,

∑
An diverge

et ρ (
∑

Anx
n) ≤ 1. Donc :

ρ (
∑

Anx
n) = 1

IV.B. ∀x ∈ ]−1, 1[ ,
∑

Anx
n converge et donc lim

n→+∞
Anx

n = 0. Donc d’après IV.A.,

∀x ∈ ]−1, 1[ , (1− x)
+∞∑
p=0

Apx
p =

+∞∑
p=0

apx
p ⇒

∀x ∈ ]−1, 1[ ,
+∞∑
n=0

Anx
n =

+∞∑
n=0

anx
n

1− x

Comme ρ (
∑

Anx
n) = 1 et Bn ∼

n→+∞
An, ρ (

∑
Bnx

n) = 1 et lim
n→+∞

Bnx
n+1 = 0. En outre d’après

IV.A.,

∀x ∈ ]−1, 1[ , ∀n ∈ N, (1− x)
n∑

p=0

Bpx
p =

n∑
p=0

bpx
p −Bnx

n+1. En faisant tendre n vers +∞, on obtient

que

(
n∑

p=0

bpx
p

)
n∈N

converge et que :

∀x ∈ ]−1, 1[ ,
+∞∑
n=0

Bnx
n =

+∞∑
n=0

bnx
n

1− x

Enfin, comme (An) est à termes positifs,
∑

An diverge, ρ (
∑

Anx
n) = 1, Bn ∼

n→+∞
An, d’après III.B.,

u (x) ∼
x→1−

v (x)

IV.C. Application 1 :

IV.C.1. Pour x = 1,
∑

xan
diverge car son terme général ne tend pas vers 0. Donc ρ

(∑
xan) ≤ 1.

Pour |x| < 1,
n∑

k=0

|x|a
k

≤
an∑

k=0

|x|k qui tend vers
+∞∑
k=0

|x|k quand n tend vers +∞. Donc
∑

xan
est

absolument convergente et ρ
(∑

xan) ≥ 1. Donc :

ρ
(∑

xan)
= 1

Soit n ∈ N; la suite (ap)p∈N est strictement croissante; posons an =
{

0 si ∀p ∈ N, n 6= ap

1 si ∃p ∈ N, n = ap . Alors :∑
xan

=
∑

anx
n. Soit n ∈ N et p l’unique entier positif tel que ap ≤ n < ap+1, alors An = p et

ln n

ln a
− 1 < p ≤ ln n

ln a
, ce qui montre p ∼

n→+∞

ln n

ln a
. En posant Bn =

ln n

ln a
, b0 = 0 et bn = Bn −Bn−1, on a :

(an) est à termes positifs non tous nuls, An ∼
n→+∞

Bn, ρ (
∑

anx
n) = 1 et

∑
an diverge; d’où :

+∞∑
n=0

Anx
n ∼

x→1−

+∞∑
n=0

Bnx
n =

+∞∑
n=0

ln n

ln a
xn ∼

x→1−
− ln (1− x)

ln(a) (1− x)
d’après III.D.2.. Donc :

+∞∑
n=0

anx
n = (1− x)

+∞∑
n=0

Anx
n ∼

x→1−
− ln (1− x)

ln(a)
. J’ai montré :
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+∞∑
n=0

anx
n ∼

x→1−
− ln (1− x)

ln(a)

III.D. Application 2 :

III.D.1. Pour x = 1,
∑

xn2
diverge car son terme général ne tend pas vers 0. Donc ρ

(∑
xn2
)
≤ 1.

Pour |x| < 1,
n∑

k=0

|x|k
2

≤
n2∑

k=0

|x|k qui tend vers
+∞∑
k=0

|x|k quand n tend vers +∞. Donc
∑

xn2
est

absolument convergente et ρ
(∑

xn2
)
≥ 1. Donc :

ρ
(∑

xn2
)

= 1

√
n + 1 −

√
n =

√
n

(√
1 +

1

n
− 1

)
=
√

n

(
1 +

1

2n
+ o

(
1

n

)
− 1

)
∼

n→+∞

1

2
√

n
. En utilisant la règle

de d’Alembert, on obtient :

ρ
(∑(√

n + 1−
√

n
)
xn
)

= 1

Soit n ∈ N; la suite (p2)p∈N est strictement croissante; posons an =

{
0 si ∀p ∈ N, n 6= p2

1 si ∃p ∈ N, n = p2 . Alors :∑
xn2

=
∑

anx
n. Soit n ∈ N et p l’unique entier positif tel que p2 ≤ n < (p + 1)2 , alors An = p

et
√

n − 1 < p ≤
√

n, ce qui montre p ∼
n→+∞

√
n ∼

n→+∞

√
n + 1. En posant Bn =

√
n + 1, b0 = 1 et

bn = Bn −Bn−1 =
√

n + 1−
√

n, on a :
(an) est à termes positifs non tous nuls, An ∼

n→+∞
Bn, ρ (

∑
anx

n) = 1 et
∑

an diverge; d’où :

+∞∑
n=0

Anx
n ∼

x→1−

+∞∑
n=0

Bnx
n ⇔ (1− x)

+∞∑
n=0

Anx
n ∼

x→1−
(1− x)

+∞∑
n=0

Bnx
n

⇔
+∞∑
n=0

anx
n ∼

x→1−

+∞∑
n=0

bnx
n. D’où :

+∞∑
n=0

xn2 ∼
x→1−

+∞∑
n=0

(√
n + 1−

√
n
)
xn

IV.D.2. On sait que In ∼
n→+∞

√
π

2n
; donc

1

2
√

n
∼

n→+∞

√
1

2π
In.

D’après III.B. appliquée aux séries entières
∑(√

n + 1−
√

n
)
xn et

∑√
1

2π
Inx

n (
(√

n + 1−
√

n
)

est à termes positifs,
∑(√

n + 1−
√

n
)

diverge, ρ
(∑(√

n + 1−
√

n
)
xn
)

= 1 et
√

n + 1 −
√

n ∼
n→+∞√

1

2π
In),

+∞∑
n=0

(√
n + 1−

√
n
)
xn ∼

x→1−

√
1

2π

+∞∑
n=0

Inx
n

IV.D.3. ∀t ∈
[
0,

π

2

]
, ∀x ∈ ]−1, 1[ , |x cos (t)| < 1, donc

1

1− x cos t
=

+∞∑
n=0

xn cosn t. D’où :
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∀t ∈
[
0,

π

2

]
, ∀x ∈ ]−1, 1[ ,

1

1− x cos t
=

+∞∑
n=0

xn cosn t et :

∀x ∈ ]−1, 1[ , ∀n ∈ N∗,
∫ π/2

0

1

1− x cos t
dt =

n∑
k=0

xk

∫ π/2

0

cosk t dt︸ ︷︷ ︸
Ik

+
∫ π/2

0

(
+∞∑

k=n+1

xk cosk t

)
dt. Or :

∀t ∈
[
0,

π

2

]
, ∀x ∈ ]−1, 1[ ,

+∞∑
k=n+1

xk cosk t =
xn+1 cosn+1 t

1− x cos t
et

∀x ∈ ]−1, 1[ ,

∣∣∣∣∫ π/2

0

(
+∞∑

k=n+1

xk cosk t

)
dt

∣∣∣∣ ≤ |x|n+1 ∫ π/2

0

cosn+1 t

1− x cos t
dt ≤ |x|n+1 ∫ π/2

0

dt

1− x cos t
(intégrale

d’une fonction continue sur
[
0,

π

2

]
) qui tend vers 0 quand n tend vers +∞. D’où :

lim
n→+∞

∫ π/2

0

(
+∞∑

k=n+1

xk cosk t

)
dt = 0 et :

∀x ∈ ]−1, 1[ ,
∫ π/2

0

1

1− x cos t
dt =

+∞∑
k=0

Ikx
k

IV.D.4. Calculons
∫ π/2

0

1

1− x cos t
dt à l’aide du changement de variables u = tan

t

2
(C1 sur

[
0,

π

2

]
).∫ π/2

0

1

1− x cos t
dt =

∫ 1

0

2du

1 + u2 − x (1− u2)

=
∫ 1

0

2du

1− x + u2(1 + x)

=
2√

1− x2

∫ 1

0

√
1 + x

1− x
du

1 +

(
u

√
1 + x

1− x

)2

=
2√

1− x2

[
arctan

(
u

√
1 + x

1− x

)]1

0

. D’où :

∫ π/2

0

1

1− x cos t
dt =

2√
1− x2

arctan

(√
1 + x

1− x

)

Or
2√

1− x2
arctan

(√
1 + x

1− x

)
∼

x→1−

π√
2 (1− x)

. D’où :

+∞∑
n=0

Inx
n ∼

x→1−

π√
2 (1− x)

et

+∞∑
n=0

xn2 ∼
x→1−

√
1

2π

+∞∑
n=0

Inx
n ∼

x→1−

√
π

2
√

1− x

∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞
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à l’aide de Scientific Workplace

13


