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Partie 1.

I.1.1. On a x; = sin(f), z2 = 2 z1 cos(f) = sin(26), on peut donc conjecturer la propriété
(Rp) : x, = sin(pd) pour tout p € IN*, et on le prouve par récurrence “double” :

- les assertions (R1) et (R2) sont vraies, cf. ci-dessus ;

- soit p € IN*, supposons (R,) et (Rp11), c’est-a-dire z, = sin(pf) et 41 =sin ((p+ 1)6),
on a alors
Tpro = —p+2xpq1 cos(d) = —sin(pd) + 2 sin ((p + 1)6) cos(8)

= —sin(pb) + [sin ((p+2)0) + sin(p@)} =sin ((p+2)0) ,
et Passertion (R,42) est vérifiée, ce qui acheve la récurrence.

L1.2.Ona 2,41 =0 < sin((n+1)f) =0 < azk—ﬂl (k € Z).

n+
2t 1 (0)
1 2t 1
I1.2.1. Ona A,(t) = | , matrice tridiagonale symétrique.
(0) 1 2t

On calcule dy(t) = 2t, da(t) = 4t — 1, d3(t) = 8t3 — 4t, da(t) = 16t* — 12¢* 4 1.

1.2.2. Un développement par rapport & la premiere colonne, puis un développement par
rapport a la premiere ligne dans le deuxiéme terme obtenu conduisent a la relation
dn(t) =2t dy—1(t) + dp—2(t) pour tout n > 3. On montre alors par une récurrence double
que, pour tout n entier naturel non nul, la fonction d,, est polynomiale de degré n, et de
coefficient dominant 2".

1.3.1. Démonstration par récurrence “double” sur n. La propriété est vraie pourn = letn =2 :
sin 26 sin 36
en effet, dq(cosf) = 2cosf = — 7 et dy(cosf) = 4cos’f —1 = g bar un petit calcul
sin

trigonométrique facile laissé a I'improbable lecteur. Si elle est vraie aux rangs n et n + 1
avec n > 1, alors

dpyo(cos®) = 2 cosf-d,y1(cosd) — dy(cosh)
_ 2cosf-sin(n +2)0 —sin(n + 1)0
B sin 0
_ sin(n +3)0
sin 6

(c’est le méme calcul qu’a la question I.1. & un décalage d’indice pres). Voila!

k
1.3.2. On a donc dp(cosf) =0 <= sin((n+1)0) =0 < 0= %’ avec k € [1,n] puisque
n

6 €10,
-2 1 (0)
1 =X 1
) ) A A
LA1. 4,(0) = A, = Lo = (= G done ) =da (- 5):
. . 1
(0) 1 —A
_ N (1K)
I.4.2. Pour k € [1,n], posons A\, = —2 cos (m) = 2 cos <n+1>’ on a alors

km
Xn(Ag) = dn(cos -

n 1) = 0 d’apres les questions 1.3.2. et 1.4.1. ci-dessus. Les réels A,



1 < k < n sont donc valeurs propres de la matrice A,,(0). Mais ces réels sont deux & deux dis-
tincts (car la fonction — cos est strictement croissante sur [0, 7], donc A; < Ag < «-+ < Ay,),
donc on a obtenu ainsi toutes les valeurs propres de la matrice A, (0) qui est d’ordre n.
Ainsi, Sp (An(O)) ={A1, ", An}. On peut en déduire au passage que la matrice A,,(0) est
diagonalisable sur IR et que ses sous-espaces propres sont de dimension un. Sa plus grande

nm v
] top=A, =2 ( ) —9 ( )
valeur propre €S p COS n + 1 COSs n + 1

x1 sin 6
s T2 sin 26
1.4.3. Posons 6 = ey Le vecteur X = . = . est non nul et vérifie, d’apres la
n : :
Tn sin nf
question I.1., la relation
—2cosf 1 (0) 1 0
1 —2cosf 1 Zo 0
' ' 1 Tp—1 0
(0) 1 —2cosf Tn ~Tnt1
, . (nt+ D .
puisque Z,+1 = sin T 0. Ce vecteur X est donc vecteur propre de la matrice A,,(0)
n

7N Tr 7’ . oy
associé a la valeur propre p = 2cos ( ?>, et ses coordonnées sont strictement positives
n

puisque la fonction sinus est strictement positive sur ]0, 7.

Partie II.

IT.1.1. Si ¢ est un automorphisme orthogonal de IR, on a ||¢(x)| = ||z| pour tout x, d’ou
évidemment |¢|| = 1.
I1.1.2. Soit iy € [1,n] tel que |oy,| = max]]|ai|. Soit x = z1e1 + -+ + zpe, € R™ ;5 alors
iell,

n
2> =@, puis §(z) = armrer+ -+ + anwn en et [6(z)]* = Za2fﬂ2<a2 l=]]%, on

o(x
adone 18] = sup (5 < o | Bnfin e, | = 1 et 8(e) = . dome (e = oy
x#0
ce qui prouve que [|0]] = sup [[6(u)[| = |ai,| = max |as].
lull <1 i€ltn]

I1.1.3. Si f € L(IR") est autoadjoint, il existe une base orthonormale B = (e, -, e,) de R"
dans laquelle f est représenté par une matrice diagonale diag(Aq,- -+, A,), ol les A; sont les
valeurs propres de f. D’apres I1.1.2. ci-dessus, on a alors || f]| = nﬁlx]] [Ai| = /\n%ai(f [A]

€

I1.2.

1. On sait (théoréme du cours) que toute application bilinéaire en dimension finie est
continue. I’application B : R"™ x IR"” — IR définie par B(u,v) = (l(u)\v) est donc pour
cette raison continue. De plus, lapplication A : IR"” — IR"™ x IR™ définie par A(u) = (u, u)
est continue car elle est linéaire en dimension finie. Donc l'application ® = B o A est
continue sur R comme composée de fonctions continues. Remarque : 'application ® est



la forme quadratique associée a la forme bilinéaire symétrique B, et on peut dire aussi que
[ est ’endomorphisme autoadjoint associé a la forme bilinéaire symétrique B dans ’espace
euclidien IR™ muni du produit scalaire canonique.
La sphere unité S de IR" est compacte, car c’est un fermé borné en dimension finie (S
est fermé car c’est 'image réciproque de la partie fermée {1} de IR par lapplication norme
N : z — ||z|| qui est continue sur IR" car elle est 1-lipschitzienne). L’application ®, continue
sur le compact S, y atteint donc un maximum.

I1.2.2. Comme |Ju|| = ||Jv|| =1 et (u|v) =0, on a

148

= —

1
lwll® = =5 (loll* + £[lul?)

etwes «— a?=1+t%

v+ tu
On a alors ®(w) < ®(v), soit @(7) < ®(v), et ceci pour tout réel ¢, donc
(1) < B(0). soit B L) < B(0). et e p
1

En développant et en tenant compte du caractere autoadjoint de I, on obtient, apres sim-
plifications :

vte R (@(U) - <I>(u)> 2 -2 (I(v)u) > 0. (*)

On peut conclure en considérant deux cas :

-si ®(u) = ®(v),ona Vt€R (I(v)|u) t <0, ce qui entraine (I(v)|u) =0 ;

- si ®(u) < P(v), le premier membre de (*) est un trindme toujours positif, donc son
discriminant est négatif ou nul, soit (l(v)|u)2 <0, donc (I(v)|u) = 0.

On vient de prouver que le vecteur I(v) est orthogonal & tout vecteur orthogonal & v, donc

1
l(v) € ((Vect(v))l) = Vect(v), donc v est un vecteur propre pour I’endomorphisme 1.

I1.2.3. On a ||z| = 1 et [(z) = Az, donc ®(z) = (I(z)|z) = A||z|* = A, et p = ®(v) par le méme
calcul. Donc A < p puisque ®(v) = max O(u) > O(x).

n n

I1.3.1 On a I(z) = Z ( aiijj)ei, puis ®(z) = (I(z)|z) = Zaiijixj. Donc
1

i=1  j= i,j
[0@)] = | Y aimias| <D ailail layl = o).
4,J 4,J

I1.3.2. Sixz € S, alors 7 € S, donc ®(2™) < max ®(u) = p, mézossi ®(z") > |D(x)| = [p| > p.
ue

Des inégalités p < |p| < ®(2™) < p, on déduit que tous les membres de cette inégalité sont
égaux, donc p = ®(z™), et p > 0 puisque p = |p)|.
IL4. Si x € S vérifie I(z) = Az, alors ®(x) = A, donc [A| = |®(z)| < ®(zT) < mag(I)(u) =p.
ue

Donc [N < p,et p= max A= max |A|.
AeSp(l) AeSp(l)



I1.5.

I1.6.

I1.7.

I1.8.

Onazt e Set ®ah)>|0(z) =g =p= magc@(u), donc ®(zT) = mabg(@(u), ce qui
ue ue

entraine [(z7) = px™ d’apres 11.2.2.

Montrer 27 > 0 revient & prouver que z; # 0 pour tout i. Si ce n’était pas le cas, en

posant I = {i € [1,n] | ; = 0} et J = {3 € [1,n] | z; # 0}, on aurait une partition de

Uensemble [1,n] (c’est-a-dire I # 0, J #0, I n J=0,1 U J = [1,n]) ; la relation

I(z%) = pat sécrit Vi € [1,n] Zai7j|:cj| = p|z;|. Pour tout indice ¢ € I, on aurait
j=1

n
donc Z a; jlz;| = Z a;,j]z;| = 0 et chaque terme de la somme étant positif, on déduirait
j=1 jeJd
VjeJ ai; =0 puisque |z;| # 0 ; on aurait donc une partition {I, J} de I'ensemble [1,n]
telle que V(i,j) € I x J a;; =0, ce qui est contraire & 'hypothese. Cela prouve zt > 0.

Le vecteur w = L est dans S et [(w) = pw, donc w' > 0 d’apres I1.5., ce qui signifie que

yl
les coordonnées du vecteur w sont toutes non nulles, en particulier wy # 0, donc y; # 0.

T
Si le vecteur z = x — —1y est non nul, alors le vecteur u = appartient a S, et il vérifie

z
m N
I(u) = pu, donc u™ > 0, donc uy # 0, donc z; = w1 — = y1 # 0, ce qui est absurde. On

a donc z = 0, ce qui signifie que x et y sont colinéaires. 1Deux vecteurs propres de [ pour
la valeur propre p sont toujours colinéaires, donc le sous-espace propre est de dimension
au plus 1. Comme Ker(l — pid) # {0} d’apres I1.2.2., ce sous-espace propre est donc de
dimension 1.

Remarque. Cela montre au passage, avec I1.5., que ce sous-espace propre admet un vecteur
directeur strictement positif.

1 n
De I(x) = Az, on déduit, pour tout i, A = — Z a; jx; > 0.
T; <
Jj=1
Si on avait A # p, les sous-espaces propres de [ pour les valeurs propres A et p seraient

orthogonaux (car ! est autoadjoint), et si y > 0 est un vecteur directeur de E,(l), on a
n

(z|y) = Zmiyi = 0, ce qui est absurde, les z; et y; étant tous strictement positifs. Donc
i=1

A=np.

La matrice A est symétrique réelle, a coefficients positifs ou nuls et, s’il existait une partition

{I,J} de [1,n] telle que a;; = 0 pour tout (i,j) € I x J, en choisissant un indice k

appartenant & I (puisque I # (), on aurait k+1 € I puisque axx+1 =1# 0, puisk+2 € [

et ainsi de suite jusqu'an € I, puis 1 € [ car a,,1 = 1 # 0, et ainsi de suite jusqu’'a k—1 € I,

finalement I = [[1,n], ce qui est absurde : la matrice A vérifie donc les conditions (1) et (2)

de I’énoncé.

1

Par ailleurs, le vecteur x = | : | vérifie x > 0 et Ax = 2z. De la question I1.7., on déduit
1

que max A= max [\ =2.

AESP(A) AESP(A)



