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Fonctions de plusieurs variables (épreuve I)

m Partiel

I.A] Comme les fonctions fet g sont de classe C!, les fonctions f et g sont également de
classe C! par composition de telles fonctions. Comme f (r, 0) = f(rcos(8), rsin(d)),on a :

af af : . of :
— (7, 0) = cos(6)) — (r cos(8), rsin(@)) + sin(d) — (» cos(6), r sin(H)).
or 0x 0y

af - af , of :
— (r, 0) = —rsin(d) — (¥ cos(6), rsin(d)) + r cos(8) — (r cos(0), r sin(h)).
00 0x oy

Par combinaisons linéaires de ces équations, on en tire aussitot :

g of ) o7
_f (r cos(0), rsin(f)) = cos(H) _f . 0) - sin(0) J.f
0x 5, -

0 of
—f (¥ cos(0), rsin(d)) = sin(H) —f (r, )+
oy or

On obtient évidemment des formules analogues avec les fonctions g et g et les équations

of _ 8¢ o O _

: 3 :
de Cauchy-Riemann p — %8 deviennent alors :

) X oy oy ) ox
cos(6) 88—]; (. 6) - Sinr(g) (Z—g (r, 6) = sin(6) Z—f (r, )+ coj(g) Z—i r 0).
sin(6) Z—{ (r, 0) + Coj(g) % (r, 8) = —cos(0) Z—‘i (r, 0) + @ Z—i (r, 6).
Par combinaisons 1~inéaires de ces~équations, on en (}éduit : )
%(r, 0) = %Z—i(r, 0 ; %(r, 9)=—r(;—§(r, 0).

I.B] La fonction ¢, : t — ¢ satisfait 'équation ¢ f”(¢) +t f'(¢) — n> f(¢) = 0 pour ¢ > 0 si
et seulement si on a (e — 1) + @ — n? = 0, soit @ = *n.
Si n# 0, le cours sur les équations différentielles linéaires du second ordre démontre que
l'espace des solutions de 1'équation précédente sur R est formé des fonctions du type :
yO)=at"+Bt" (a, BeR).
Sin =0, I'équation équivaut a ¢ f”(t) + f'(¢t) = (¢ f'(¢))’ = 0, d'ou les solutions :
y(t) = aln(t) + B (a, BeR).




I.C] On pose maintenant pour » > 0 :
1 T~ . 1 T .
¢, p(r) = —f fr,@e"0do et Cng(r) = —f a(r, 0) "% d0.
2 nTJ-n 2

nJ-n
Pour dériver ¢, s, on s'assure des hypothéses du théoreme de dérivation des intégrales

dépendant d'un parametre. On remarque a cet effet que :

0 - _ P _ 1 |
;(f(r) 9)6_”19):8_];(7', G)e_mgz— (r, H)e_mg_

r 06
* cette fonction est continue par rapport a chacune de ses variables » > 0 et 0 € [— 7, 7].

* cette fonction est dominée par une constante (qui est bien intégrable sur [—, 7r]) sur tout
domaine {(x = rcos(f), y =rsin(@))/ 0 <a <r <b, —m < 0 <t} puisqu'on a alors :
0 - . 0g , 1 0g
—(f(r, 0 0| = = “70) < — max {|— (r, 0)
r (f ) a { 00

1
PN (l", 0) e
r o6
(ce dernier maximum existe bien car c'est celui d'une fonction continue sur un compact).
On en déduit que Cy f st de classe C! sur tout [a, b] C R%, donc surR7, etona:

,a<r=<bhb, —JTSHSJT}

dcn 1 7T(9~ . 1 v By .
f(r):—f —f(r,Q)e_’”HdG:— —g(r,Q)e_’”QdQ.
dr 2n J-x Or 2nr J-x 00

Une intégration par parties donne alors :

de, 1 oot in n .
L (1) = g, 0)e7 7] + f g(r, 0) e "9 do.

dr 2nr _r nrJd-r

Le crochet est nul par 27-périodicité de 8 — g(r, 6) e7"?, d'ou :

anf in T —ing in
(r)=—f g, 0) e "0d0 = — ¢, o).
r

dr 2nrJ-n
. dc : . dc
De méme, on obtient —= () = — 2 Cn (1), d'ou en dérivant —nt (N =incyg(r):
dr r dr
d*c, s dc, dc, n?

r > (r)+ - (r=in £ (r) = - Cy (1)

dr
11 en résulte que ¢, , vérifie bien I'équation 7* f”(r) + 7 f*(r) — n* f(r) = 0 sur R et :
Cop(N) =yt + By r™ (sin #0) ; co r(r) = @y In(r) + By.

D'autre part, la fonction continue f ¢tant continue sur le disque fermé de centre 0 et de
rayon 1, elle y est bornée par un réel M et l'inégalité de la moyenne donne pour 0 <r<1:

T . 0 1 T 00
f f@r,0)e"0do| < — f |f(r, ) e do < M.
- 2 T J-n
Ainsi, ¢,  est bornée au voisinage de 0, ce qui implique qu'on a :

Cuf) = (in>0) 5 e ()=pur(sin<0) 3 ¢ 0)=Bo
Finalement, il existe une suite réelle (a,) telle que ¢, N =ay phnl pourtoutneZ etr > 0.

1
e )] = py

Comme f'est de classe C! de R? dans R, la fonction § —> f (r, ) = f(rcos(), rsin(h)) est
de classe C! et 27-périodique sur R, et le théoréme de Dirichlet assure qu'elle est somme
de sa série de Fourier avec convergence normale de celle-ci :



n=+oo
Vr>0,Y0eR,  f0,0) = > a,reh.
n=—o00
[.D] Comme U o Z‘—f sont bornées sur R?, la formule suivante montre que U iest aussi :
X Y r

of of . _Af .
— (7, 0) = cos(6)) — (r cos(8), rsin(@)) + sin(d) — (» cos(6), r sin(H)).
or 0x 0y

On a justifi¢ dans la question I.C.1 la formule suivante :

dcn 1 T 0 7 .
4 r)= — —f (r, 0) e "% do.
dr 2n J-x Or

L'in¢galité de la moyenne montre alors que ¢, * est bornée sur R}.

Rappelons maintenant qu'on a ¢, £(r) = ay 7l et donc Cy f’(r) = |n| a, r™-1.
Comme c,, f’ est bornée, on en déduit que a, = 0 pour |n| = 2 et d'apres 1.C, il reste :
Vr>0,Y0eR,  f(r,0) =ag+(a e +a_ e ou ag+brcos®) +crsin®).

ox ady

Avec cette derniere forme, ona f(x, y) =ag+bx+cyet sont bien constantes.

m Partie 11

ILA]Si f(x, )=ax’*+bxy+cy*+dx+ey+ f,alorsona:
6 f >*f (azf

(xa ) (xa ) -
ax? g dy? g dxdy
Ainsi, fvérifie la relation (1) si et seulement si 4 a ¢ — b* = 1.

2
(x, y)) =4qac-b.

I1.B] La question peut étre prise de deux fagons :
* par le théoréme de Cauchy-Lipschitz non linéaire appliqué a 1'équation différentielle :

1+ u?

u' =-—
2tu
sur l'ouvert R x R’ : pour tout couple (¢, uy) €R% x R¥, il existe une solution maximale
de cette équation différentielle, définie sur un intervalle ouvert / c R7.
« par résolution directe de cette équation, qui devient linéaire en posant z = u?:
tZ(O)+z=(z(0) =-1.
C

Ses solutions sur R sont z(¢) = T_t ou C désigne une constante réelle.

La condition de Cauchy donne C = to(u(z) + 1) > 0.

Sur l'intervalle ]0, C[, la fonction z est strictement positive et on obtient alors :

u(t) =




II.C]Sit — P(t) = py " + ... + p1 t + py est une solution polynome de degré n, on a :
P(t) (P(t) + 2t P'(1) = —1.

Il est impossible d'avoir n = 0, car alors on aurait p% =-1.

On adonc n = 1, et I'égalité des coefficients dominants donne (2 n + 1) p,2Z =0, ce qui est

¢galement impossible puisque le coefficient dominant p,, est non nul.
Donc I'équation n'a pas de solution polynome.

II.D] On a Q(J) = {(x, )/ x yeJ} et c'est un ouvert non vide en tant qu'image réciproque
de l'intervalle ouvert non vide J par la fonction continue (x, y) — x y.
Comme w est de classe C2 sur J, la fonction W : (x, y) — w(x y) est C?sur Q(J)etona:

*w - *w

(x, )=y " wi(xy),

x> dy?
(92

(x, y) = x? w”(x y).

C, ) =wxy)+xyw’(xy).
0x0y

On en déduit que W vérifie (1) sur l'ouvert )(J) si et seulement si on a sur cet ouvert :
V4 2 / V4 / / 4
X PPW ) = 0V (e )+ xyw (x ) = =W (xy) W (e p) + 2x yw” (x ) = 1.
Ce qui équivaut (en posant ¢ = x y) a dire que w’ vérifie I'équation différentielle II.1 sur J :
W@ W @) +2tw” (@) =—1.

II.D] On a Q(J) = {(x, )/ x yeJ} et c'est un ouvert non vide en tant qu'image réciproque
de l'intervalle ouvert non vide J par la fonction continue (x, y) — x y.

Sit — w(t) =At+ pestaffine,ona W(x, y)=wxy)=Axy+uet WeP,.
Inversement, supposons que W (en fait sa restriction a {4(J)) soit élément de P, :
VY (x, »eQl), Wix, y):ax2+bxy+cy2+dx+ey+f.
Pour tout 7 € J et tout x > 0, le couple (x, ¢/x) appartient a (U(J) eton a :
2

t t t
YtieJ, Vx>0, w()= W(x, —)zax2+bt+c—+dx+e—+f.
X x2 X

Cette fonction ne dépend que de la variable 7 si et seulementsia=c=d =e =0, et
la fonction t — w(¢) = bt + [ est alors affine.

IL.LE] Immédiat.
I1.F] On sait que w’ vérifie (II.1) si et seulement s'il existe C > 0 telle que :

| C—t
W/([): T (0<t<C).

Les primitives w de cette fonction ne sont pas en général affines, et ce qui précede montre
que les restrictions des solutions W de (1) a 1(]0, C[) n'appartiennent pas en général a P,.
En exploitant ILE, on peut translater cet ouvert (]0, C[) afin qu'il contienne (x,, y,) € R?,
et les translations n'affectant évidemment pas l'appartenance de W a P,, il en résulte que
I'équation (1) posseéde sur cet ouvert translaté contenant (xy, )y) une infinité de solutions
qui ne coincident pas avec des éléments de P,.




Partie I11

III.A] Une fonction F : R* — R? réalise un difféomorphisme de classe C' de R? sur R? si
et seulement si c'est une bijection de R? sur R? telle que F et F~! soient C! sur R

D'apres le théoréme d'inversion globale, si F': R2— R2 est de classe C! de R? dans R2,
elle réalise un difféomorphisme de classe C' de R% sur R? si :

- sa différentielle (ou sa jacobienne) est inversible en tout point de R2.

- elle est injective et F' ([Rz) = R? (autrement dit bijective de R? sur R?).

II1.B] En posant ¢(t) = F(t g + (1 — t) p), on voit que ¢ est de classe C' sur [0, 1], d'ou :
1
F(q) — F(p) = ¢(1) — ¢(0) =f0 @' (t) dt.

Or on a par dérivation :
, oF oF
¢ ) =(q1—p) 7 (tg+U =0 p)+ (g2 = p2) —— (tg+(1-1)p)
ox oy

Il en résulte que ¢’ (1) = dF; 41(1-p p(q — p), ce qui donne la formule voulue.

En exploitant ce résultat, il vient :

1
(F(@)—F(p),q—p)= <f0 dFgsa-npq—p)dt,q—p

Par linéarité de l'intégrale, puis par application de I'hypothése faite sur dF, on en tire :

1 1
=f (dF; 410 plg = p). g — p)dt Zaf llg - pli* dt = alig - plI*.
0 0

II1.C] Si G(p) = ||IF(p) — all?, on a (ce qui pourrait également se faire plus directement par
composition des différentielles) :

G(p+h) - G(p) = IF(p+h) —all* - |F(p) - all®
= |F(p) = a+dF ,(h) + o(llAID|* = 1F(p) - all*.
=2 (F(p) — a, dF ,(h) + o(|lhl)) + || dF »(h) + o(llAID|
Il en résulte facilement que :
G(p+h)— G(p) =2 (F(p) — a, dF ,(h)) + o(||All).
Ainsi, on a dG,(h) = 2 (F(p) — a, dF ,(h)).

Par ailleurs, on a G(p) = ||F(p) — all = [[F(p) — F(O)|| - |F(0) — all = a||plI* - [1F(0) —all.
Il en résulte que G(p) tend vers +oo quand || p|| tend vers +co.

La fonction G admet donc un minimum global sur R? car :
* Comme G(p) tend vers +oo quand || p|| tend vers +co, il existe R > 0 tel que :

VpeR?, lIpll >R = G(p)> G(0).



 Sur la boule fermée bornée B (0, R) qui est compacte, G admet un minimum, atteint en
un point p,, et qui vérifie évidemment G(p,) < G(0) puisque 0 appartient a cette boule.
Ainsi, on a G(pg) < G(0) < G(p) si ||pll > R.
Finalement, G a un minimum global en p,, en ce point, sa dfférentielle est donc nulle, et
d'aprés la forme de cette différentielle, ceci implique :

Y heR?,  (F(py)—a, dF , () = 0.
Or la differentielle dF, est toujours inversible car I'égalit¢ dF',(h) = 0 implique I'égalité
0= (de(h), h> > a ||h||?, et donc 4 = 0. Ainsi, lorsque # varie, dFPo(h) peut étre n'importe

quel vecteur de R?, ce qui implique F(p,) = a.

II1.D] On vient d'établir que la différentielle dF'), est toujours inversible et :
- F est injective car F(g) = F(p) implique 0 = (F(q) — F(p), g — p) = a||p — q||2 et p=gq.
- F est surjective de R? sur R? puisque, pour tout a € R?, il existe p, tel que F(p,) = a.

D'aprés le théoréme d'inversion globale, F est un C'-difféomorphisme de R? sur R?.

m Partie IV

IV.A] On pose ici :

af af
F(x, y) =ulx, y), v(x, »)) =[x+ — (X, »), y+ — (X, )) |.
0x ay
La matrice jacobienne JF'(x, y) vérifie donc :

2F 82F
PR 3 (x, )

JF(x, y)— I, =
*F
Ox 0y
Cette matrice est symétrique réelle, et elle est définie positive puisque ses valeurs propres
réelles (qu'on note A;(x, y) et A,(x, y)) vérifient :

PF O*F [ PF

x> 9y* dxdy

62
(x, ) ay—;” (x, ¥)

2 PFE  PF
=1>0 et A1+A2:—+—>0

Al Az =
x> 9y

o2 M2 9y?

2F PF ( A%
v

_ 8°F ST S _ &F
(en effet, comme r = =— >0, l'inégalit¢ — > 0 implique t = — > 0).
0x dy 6y2

On en déduit que :
(dF k), h) = "R JF(x, y)h = |IKIP + "B (JF (x, ) = ) b = |1k,
Les résultats de la partie ITI montrent alors que F est un difféomorphisme de R? sur R2.

IV.B] En définissant H sur R? par H(x, y) = (x - ?3—f (x, »), —y+ Z_f (x, y)), l'objectif est
x y

de résoudre G ° F(x, y) = H(x, ), ce qui équivaut a poser G = H o F -1,
Les fonctions ¢ et i recherchées sont donc les fonctions-composantes de G = H o F~!:

of af
‘,O(u(x, y): V(x, J/)) =X—-— (-x) Y) 5 w(u(X, y)5 V(x5 y)) = _y + — (-x’ J’)
0x ay



Par dérivation par rapport a x, puis y, il vient :

0 0
(1+r)—(p(u,v)+s—¢(u,v):+1—r.
ou ov

- s +(1+¢) — s = —g.
S (M V) ( ) (u V) S

0 0
(1+r)%(u, v)+s%(u, V) = +s.

0 0
s—w(u, v) + (1 +t)—¢/(u, v)=—1+t.

ou ov
Par combinaisons linéaires, on en déduit que :

d¢ d¢
C+r+t) — W, v)=t-r ; QC+r+t)— W, v)=-2s.

ou ov

oy oy
Q+r+t)— (u,v)=2s ; Q+r+t)— W, v)=t—r.

ou ov

. d d ,
Les fonctions = et 2 sont bornées car on a, compte tenuder>0,¢7>0etrt— s?=1:

u v
2 s 2Vrt
< <1

[t — 7l r+t
< = =
2+r+t 2+4+r+t

= =
24r+t 2+4r+t
(I'inégalité 2 a b < a® + b? implique en effet 2 Vrt <r+1).
dp _ ¢ d¢ oy

De plus, les formules précédentes montrent que — = 5, St == ces deux fonctions
u v v u

dp
; — (u, v
‘av( )

¢
— (u, v)| =
ou ( )‘

vérifient donc les équations de Cauchy-Riemann, et les résultats de I.D peuvent donc leur

étre appliqués, et ils démontrent que % ot Z—‘p sont constantes (qu'on note « et ), d'ou :
u v

a(l+r)+Bs=1-r ; as+ Pl +1¢) =-s.
-fl+r+as=s ; -Bs+a(l+)=-1+¢
et ces systémes a coefficients constants déterminent bien 7, s,  comme des constantes.

IV.C] Intégrons les relations suivantes, ou 7, s, ¢ sont donc des constantes :

o? o2 o?
— (x, =r ; X, =s ; —(x, =1.
2 (x, ») axay( ») 502 (x, y)
of of
— @y =rx+e(y) ; — & y)=ty+y).
ox oy
o2 f

Et compte tenu de I'expression de gy 0N obtient ¢’(y) = s et Y/ (x) = s, d'ou :
xdy

— @, y)=rx+sy+c ; — (@@ y)=sx+ty+d.
0x oy
D'ou l'appartenance de fa P, :
2 32
f(x, y):r?+sxy+t?+cx+dy+e.




