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1-) L'équation de la courbél] s'écritq(x, y) = 2
- aﬁj

et q(x, y) = 3¢ — 1&/§xy+ 13/* est une forme quadratique de matrice @_::\/5 13

dans la basei( j).
A est une matrice symeétrique a coefficients rdelsc elle est diagonalisable dans une base
orthonormale de vecteurs propres (théoreme spectra

Pa(A) = A2 — tr(A) A + det(A) =A>— 16\ — 36 = p — 18)Q + 2) d'otl| sp(A) = {18), — 21} |.

Soit I est un vecteur normé dedid) et J un vecteur normé de A).
On sait que deux sous-espaces propres d'une engyrivetrique a coefficients réels sont orthogonaux

donc (I, J) = ig [21] et, quitte & remplacel par —J, on peut choisirl(| J) orthonormale directe.

Dans cette base, I'expression de la forme quadmgst: 18X— 2Y2
Donc | dans le repére (®,J) la courbeH) a pour équation 18% 2Y* = 2|.

2 2

2-) Cette équation peut s'écrif>a<(ez —%z =1 aveca :% etb=1.

| (H) est donc une hyperbole d'axe focal (@}, et c=+/a’ +b =@ donc|e=<=+/10].
3 a

3-) | (C) est le cercle de centre O et de raybn 1
Le repére (Of, J) étant orthonormal, son équation dans ce repéfee+ Y2 = 1].

2 2 _
49 Dans le repére (&, J), M(X, V)I(C) n (H) - {9x VSRS SRR IRV 2\

XP+Y?=1 5 -5
D'ou 4 pointg 35E %Ej 8(355 _%SE) —355, _%SE) et —355 %SE)

5-) /&DB’(O, —%Ej et If)jC(O, —455 donc AB = DC et, par suite, ABCD est un parallélogramme.

I%C(—%E, O) doncAB.BC = 0 et, par suite] ABCD est un rectangle

A(ABCD) = AB x BC =4A5E xésE donc |A(ABCD) =§ .

6-) Par application directe du cours,

- les sommets de I'hyperbole sont les pcin{%—é 0) et S(% 0) .

~ les asymptotes sont les deux droites d'équdtior —8X et Y = 3X.

- Les tangentes aux sommets de I'hyperbole sodtdétes d'équation X
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w th(plots):
inmplicitplot({x"2+yn2=1, 9*x"2-y"2=1, x=-1/ 3, x=1/ 3, y=- 3*x, y=3*x},
x=-3..3,y=-4..4,col or=bl ack, nunpoi nt s=2000) ;
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A.1)

A.2)

A.3)

A.4)

A.5)

A.6.a)

A.6.b)

A7)

1/2 1 7 45
Xo=| 12| et OnON, Xp1 = AX, avec A=1— 30 1.

0 06 4

Tous les éléements de A sont des réels positifsudsl
et la somme des éléments de chaque colonne detAly Donc| A est stochastique

> with(linalg):
Xo=matrix(3,1,[1/2,1/2,0]):
A =matrix(3,3,[7,4,5,3,0,1,0,6,4])/10:
for i from1l to 2010
do X =eval n{ A&* X) od:
print(X);

Tr(A):% et |det(A)=0 donc| A n'estpas inversible

La somme des éléments de chaque ligrid daut 1 car A est stochastique.
Par suite Msp(A) et (1, 1, IPE(‘A).

Donc | le vecteur non nul (1, 1, 1) est vecteoppe déA associé a la valeur propré 1

1 0 1 1 7 3 0)1 1
Note  on pouvait aussi direl [#| O [et 'A| 1 =14 40611|=1]1,
1 0 1 51 4A1 1

On sait que le polynéme caractéristique de M g@t)R det(M —Al3)

et que le polyndéme caractéristiqueeest B(A) = det{M — Aly).

Or M—=Alz ="M = A3 =(M = Aly).

Par ailleurs, on sait aussi qu'une matrice étessposée ont le méme déterminant.
On en déduit que M &% ont le méme polyndme caractéristifjue

On sait que les valeurs propres de la matrice M Ies racines de son polynéme caractéristique.
Le polyndme caractérisque X) d'une matrice M dé13(R) est un polyndme du troisieme degré
a coefficients réels de la formejX) = — X + Tr(M).X* + a.X + det(M).

Si on considere ce polyndme comme un éléme@Hg il est scindé

donc il admet troisacinesh;, A, etA; complexes pas forcément distinctes.

n
La somme des racines d'un polynomeaX* aveca,#0 est S = Gna

k=0 an
Donc Ay + Ay + A3 = Tr(M).
| Si MOM3(R), M admet trois valeurs propres complexesh\, etAs telles que\; + A, + A3 = Tr(M)|.

- det(A) =0 donc det(A—-@i=0 d'ou Qlsp(A). On noté; = 0.

— 1 est valeur propre da donc racine du polynéme caractéristiquéAle
qui est aussi celui de A doncidp(A). On noteA, = 1.

- A1+tA2+A3=Tr(A) donneA;=1/10.

e o 1 L
D'ou Sp(A) —{O, 1,10} :
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A.8)

A.9)

A.10)

A.11.9)

A.11.b)

A.12)

3 3
1( 1} donc {1JDE1(A)
1 1

OO N

1

5 Ja-3=1
1 3-2=a - [a=1]. Donc| 1
4 6a—8=-2 2

1 1 745 15+5H=0 1
Al2|=02| - [301 2 - 13+b=0 < [b=-3. Donc| 2 |TE«A).
b b 0 6 4\b o 12+4=0 -3

}DEO.l(A)-

Par suite, ces trois vecteurs associés a desrsgleopres distinctes forment une famille libre

et maximale de Rdonc une base de’Ronstituée de vecteurs propres de A.
On en déduit que A est diagonalisable.

100 31 1
A=PDP avec D5 0 350 etP{l 1 2].
00 0 123

1 1 1 1 1
1_ t - -10 -
=5 det(P) (ComP) donne| P 5 53 7O ; .

- Pourn=0, PDOP X, =PLP X, = PP, = I3Xo = Xo.
- Si, pour un naturel donné (= 0 2 X, = PDP X,
alors %1 = AX, = PDPL.PD'P"

Donc [OnON, X, = POP Xyl

1 0 O
PournON", D"= (0 10" OJ ( forme non valable poar=0)
0O 0 O

31 1y1 0 Of1 1 1Y1
Donc  OnON’, xnzio[l 1 2}(0 10" oJ{s -10 -5}(1}
101 2 300 0 ol3 7 2)o
31 1y1 0 0Y2 31 1y 2
OnON’, xn=io[1 1 2}(0 10" oJ{-sJ:%@ 1 2}(-5x10‘“}
191 2 3o 0 ola) 181 2 3\ o

1 6 — 510"
OnON”, Xn=7 2 - 510" |

2 +10x10™"

Pourn>1, 5<1(T "< 1 donc toutes les composantes (,;Iesc)ht posiitives.
Par allleurs—(6 510"+ 2 - 510"+ 2 + 1x10") =7+ 0% 10 =1.

Comme on a vu quegést stochastique| OnON, X, est stochastiqtlle

_3_1 =3
Xn_5 2x10‘” nILn]-ooXn Ix
* yzl_lxl(yn d lim y,= 1 =|
UnON -, n=g57 3 onc R L
zn=%+1041 lim zn———l

n - +oo
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=1.

o " +1+
A.13) Les trois réels,, |y etl, sont positifs et leur somme va3 51 1

|
Donc| le vecteuEly} est stochastique

P

) 3 3
{Iszg[lJ et [1JDE1(A).
L) 21 1
Ix

Ix
Par suite (IyJ est vecteur propre de A et, plus précisémEbt}DEl(A) .

P

P

b .
B.1) A:(Z1 d) est stochastique- a=>0,b>0,c>0,d>0,a+c=1 etb+d=1.

Par suitec=1-a etd=1-b.
Deplus,c=20 <« 1-a20 « a<l etd=20 « 1-b=>0 = b<1.

. b
Donc | A est stochastique- [(a, b)JJ[0, 1, A :[1:1 1 —b) .

B.2) - Xp est stochastique par hypothése.

- Si, pour un natured donné (= 0), X,= (X”) est stochastique

donc si x>0, yh=20 etx,+y,=1 d
alors Xu1= (1 a_la 1 Eb)@;) = ((1 —a?:: I l()i/n—b)ynj est aussi stochastique
En effet: « ax, + by, =0 cara, x,, b ety, sont des réels positifs.
* (1-a)% + (1 -b)y,=20car (1-a),x%, (1—b)ety,sont des réels positifs.
o A% +tbyh+ (L-a)x + (L -b)yn =X +yn= 1.
Par suite,| si Xet A sont stochastiques aloEnCJN, X, est stochastiquie

=ar1b e 1327050 parsu
B.3) Tr(A)=a+1-b et —1<—b<O Par suite,| & Tr(A) < 2|.
B4a) Tr(A)=0 = b=a+1. Orb0J0, 1] eta+ 10[1, 2].

1
Donc| Tr(A)=0= b=1 eta=0 - A:(g 0).

Dans ce ca d'ot |OpON, Xop=Xo €t Xope1 = @(/2) suite périodique.

B4b) Tr(A)=2 < a=b+1. OralJ[0, 1] et b+ 101, 2].
Donc | Tr(A)=2 < a=1 eth=0 « A=l

Dans ce cas,|OnON, X, = Xo| suite constante.

B5) O0<Tr(A)<2 - O<a+1-b<2 « |[-1<a-b<1]|.
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B.6.a) V# (8) et AV =(1 1 Eb)(_llj = (_aajrbb) = @-b)V.

Donc| V est un vecteur propre de A associé alkuvgropreq = a—b|.

B.6.b) —l<a-b<l - —1<q<1 « [jg<1.
(a1l —a)
B.7) A= (b 1—-b
- : 1
La somme des coefficients de chaque ligne valant Tisp(A) et(JDEl(tA).
Par suite, car A etA ont méme polynéme caractéristique.

B.8) A est une matrice carrée d'ordre 2 qui admet galeurs propres distincteset 1.
En effet, ¢ <1 imposeq # 1.

Par suite] A est diagonalisable semblable a lasicead =(g 2) :

B.9) Soit U un vecteur propre associé a la valeur prapre
comme V est un vecteur propre associé a la valegreq,
(U, V) est une base de diagonalisation de A.
Soit (@, A) les coordonnées deydans cette base,oXx alU + AV =L + AV.
Or L=aU OE(A) donc AL =L.

|
Donc |[[LOR?, D\OR, AL=L et %=L +AV|. Onpose L{IX).
y

B.10) - La propriété est vraie poar= 0 d'aprés la question précédente.
- Si, pour un natured donné (= 0), X,=L +q"\V
alors Xu1 = AX,= AL + d"AAV = L + q"AqV = L + ™AV d'oul I'hérédité.
|OnON, X,=L+g\V|.

B.11) D'aprés la question précédentgnN, x,=Ix+Aq" et y, =1y —Aq".
Commed| <1, lim g"=0 donc| Ilim x,=Ix et lim y,=1Iy|.

n - +o0o n - +o0o n - +o0o

B.12) On avu que, pour tout natuml X,, était stochastique.
Par suite,[In00N, X, =0, yn=0 et x, +y,=1.
Par passage a la limite, on obtielt= 0, 1,20 etl, +1y,=1.

Donc | L est stochastiglie

L o I
B.13) Si T vérifie AT =T alors T appartient a[B) et (R, T =oa.L = (Zﬁ).
y

Si T est stochastique alorgly +1y) = 1 ce qui donne =1 soit .
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C.1) AlM2(R) et A est non inversible donc rg(A) < 2.
La matrice nulle n'est pas stochastique donc rg(8)

Donc| si A est une matrice carrée d'ordre 2 stdithaset non inversible alors rg(A) .1

. b
C.2) La matrice A est de la forrr(el Eia 1 —b) avecall[0, 1] etb0JJO0, 1].
Son déterminant est nul ce qui se traduit garab—b+ab=0 soita=Dh.

(0 (0
Donc |00, 1], A_(l—a l—(x)'

.3 Az_(oc oc)(a aj_( o + o —o o +a—o’ )_(a a)
-3) 1o 1o N1 1o) \o-?+1-2+0® a—c®+1-2+ad®) "1 1o

Donc .

C.4)  On déduit de la question précédente quaJN’, A" = A.
Une récurrence immédiate donfieénIN, X, = A".Xo.

En combinant ces deux résultats, on obtigifnCN", X, = AXo| suite stationnaire.

C.5) Larelation A=A se traduit parf-f=f donc|f est un projectelr

a o \(x)_(O a(x+y)=0 3
C.6) - (1—0( 1ﬂ)[y)_[0) - {(l—a)(x+y)=0 = X+y=0
car un au moins des deux nomhresi (1 —o) est non nul.
| Une équation de Kérest dono +y = 0].

- Commef est un projecteur, I est I'ensembles des invariantd.de

( o (x)(xj_(x) {(a—l)(+ay=0
1o 1o lAy) " \y) T [(L-o)x—ay=0
| Une équation de Irhest donc ¢ — 1)x + ay = 0|.

Note 'examen des colonnes de A donne immédiatement
| Kerf = Vect(i — j)| et | Imf=Vect@i + (1 -0a)j)|.

C.7) f est une projection orthogonale si et seulement rKer f

donc si et seulement siok- 1.(1 —o) =0 ce qui donne @=1 soita :%.
Note  on sait qu'une projection orthogonale est un sraphisme symétrique (pas orthogonal !)
Sa matrice dans une base orthonormale est dehmatrice symétrique.

Cela donne immédiatement= 1 —a Ssoit a :%.

f est une projection orthoogonale si et seulemeam:s% :
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C.8) f(ti(8)) a pour coordonnéesi(€oP + sirb), (1 —a)(coD + sir)).
Comme le repere est orthonormé,

[F(G(©))|F = [0 + (1 —a)?](cosh + sirB)* = (20° — 2u + 1)(co® + sirp)>.
Par ailleurs, si?rEe +g) = (sin6><32E +3zéxcosej2 =% (cod +sirb)? et (21— 1F + 1= 4> — 4o+ 2.

Done [fi(u(8)|F = (4o” - 40 + 2) X% (cod + sirB)* soit | |[f(U(®))|F = [(20. — 1F + 1].sir?(e +123 ,

C.9) i =u(0) donc “{—%—Ilﬂljz 20 _21 1

%~+f~=||%~+f~||xa(§) donc l|[%—+im-llf(ﬁ(rv4))ll= (20—-1y + 1.

+ll

C.10) - Sif est une projection orthogonale (quelconque), ¥eateurx s'écrit sous la forme
X =X +X% avec X Ox, xi0Imf, x:0OKerf et f(X) =x.
Le théoréme de Pythagore s'éclik|F = |Ki|F + || = [F(X)|F + || P.

Donc]| sif est une projection orthogonale alargOE, |f(%)||< [[x]].

Note Dans le cas présenfi) est un vecteur directeur de fm
et ||f(%)||=\/@s 1 poura[0, 1].
Si x =ai +bj alorsf(X) =af(7) dou |f(%)||<a<~/a®+b*=|X|]
- Réciproquement, sixCE, |ff(X)||< |||
Pour X =1+, il vient (2u—1F + 1< 1 soit (2 —1f<0 soit 2—1=0 don@ =

NI~

Donc| siOXOE, [f(%)||< |[x|] alorsf est un projecteur orthogomal
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