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ENS PC 2008

Corrigé' de I’épreuve commune de mathématiques

Avant-propos. Une caractéristique notable — et regrettable — de ce probleme est qu’il s’agit d’une redite du sujet
Maths 1 proposé dans la filiere M’ par I'Ecole normale supérieure de Cachan en 1990. Les questions sont posées dans
le méme ordre, avec les mémes notations et la méme formulation, si 'on excepte I'ajout de quelques indications.

Une conséquence malheureuse de ce clonage est la formulation de la question D.1, qui demande de prouver une
convergence uniforme, notion ayant disparu du programme de PC il y a quelques années.

Cette question aurait mérité une réécriture complete et non simplement une indication en passant.

Partie A

A.1. On montre par récurrence que pour tout n € N, il existe un polynéme P,, vérifiant :

P (x)
Vz > 0, X(n) (x) = o exp(—1/xz),
ce qui montre que toutes les dérivées successives de y, y compris x elle-méme, ont une limite nulle en 0.
Ainsi, la fonction y est continue sur R, de classe C* sur R*, et ses dérivées de tous ordres ont une limite nulle
en 0, si bien que x est de classe C* sur R.

A.2. 1l suffit de poser 0(x) = x(x —1/2)x(2 — x) pour tout x € R.

1 ; 1 1
A.3. Soit > 0. L’encadrement 3 < 277x < 2 équivaut a —% -1<j< —% + 1, si bien qu’il y a au plus deux
n n

indices j pour lesquels le terme 6(277x) est non nul. Le nombre ®(x) est donc bien défini, la somme étant finie.
L’équivalence ci-dessus montre aussi qu’il y a au moins un indice dans la somme pour lequel le terme est non nul,
si bien que ®(z) est strictement positif.

. 1
De plus, si 'on fixe k € Z, pour tout x € ]2’“‘1,2’“‘|r1 [, Iinégalité 277z < 3 2 lieu pour tout entier j > k + 2 et
I’inégalité 277z > 2 a lieu pour tout entier j < k — 2.
k+1 4
Pour tout z € 271, 2""1[ on a donc ®(z) = Y 6(277x), si bien que ® est de classe C> sur lintervalle
j=k—1

] 2k:71, 2k+1 [

Comme D'intervalle ]0, +o00][ est la réunion des intervalles de la forme ]2’“_1, Qk+1 [ pour k dans Z, la fonction ® est
de classe C* sur ]0, +00[.

A 4. La fonction x — |x| est de classe C*> sur R*, ce qui montre par composition que ¢ est de classe C* sur R*.
De plus, la fonction z +— 9(|x|) est nulle sur | — 1/2,1/2[ donc ¢ aussi, si bien que ¢ est également de classe C*>
sur cet intervalle. La fonction ¢ est donc de classe C*° sur R tout entier.

Les propriétés de 6 obtenues en A.2 donnent immédiatement que (z) est strictement positif pour 1/2 < |x| <2
et nul sinon.

Enfin, par positivité de la fonction 6, pour tout z € R, on a

400
D007 el < 32627 al) = @(|a)),

JEZ

+oo .
donc > p(27%z) < 1.
3=0

Pour ‘1:’ >letj<—1,ona:29z|>2donc #(277x) = 0, si bien qu’il ne reste que les indices j positifs dans la
+o0 .
somme définissant ®(z), ce qui donne Y p(277x) = 1.
§=0

1Par Edouard LEBEAU, professeur de mathématiques au lycée Henri POINCARE de Nancy. Contact : edouardlebeau-pc@yahoo.fr
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B.1. Commencons par remarquer que 'intégrale ¢(&) est bien définie car I'intégrande est une fonction continue nulle
en dehors du segment [—2, +2].

Pour prouver la continuité, rappelons ’énoncé du théoreme de continuité sous 'intégrale.

hypotheses suivantes :
e pour tout ¢ € I, la fonction x +— F(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur J;
e pour tout x € J, la fonction ¢ — F(xz,t) est continue sur I;

La fonction ¢ — /F(gc, t) dz est alors continue sur I.
J

Théoreme. Soit F : I x J — C une fonction de deux variables réelles, ou I et J sont des intervalles réels. On fait les

e il existe une fonction G : J — C continue par morceaux et intégrable sur J vérifiant : V(z,t) € Ix J, |F(x,t)] < G(z).

La fonction F : (x,t) — ¢(z) exp(izt) est continue par rapport & chacune de ses variables (elle est méme continue
sur R?) et la majoration |F(z,t)| < ¢(z) permet d’appliquer le théoréme ci-dessus, car la fonction ¢ est continue sur R
et intégrable car nulle en dehors d’un segment.

3
Soit & # 0. Ecrivons par exemple ¥ (§) = / o(z) exp(iz) dz puis effectuons trois intégrations par parties. Les
-3
termes tout intégrés sont nuls car ¢ et ses dérivées s’annulent en 3 et en —3.
I :
Il reste (&) = F/ @ (x)e®¢ dz, puis
v -3
3

€ (¢)] </ " ()] da,

-3

et cette inégalité est bien sur vraie aussi pour & = 0.

Ainsi, la fonction & — £i(€) étant dominée par & — elle est intégrable sur [1,4o00[ et sur | — 0o, —1], donc

1
?7
sur R.

B.2. Comme & la question A.3, on montre que pour z fixé, seul un nombre fini de termes de la somme définissant L(z)
sont non nuls, si bien que cette somme est bien définie.

L’expression de L(x + 27) est la méme que celle de L(z) ol k est remplacé par k + 1. Un décalage d’indice montre
que ces deux sommes sont égales. La fonction L est donc 2m-périodique.

Ensuite, de la méme fagon, pour tout x dans le segment [0,47], on montre que le terme d’indice k est nul pour
tout entier k£ non compris entre —2N — 2 et 2N, si bien que L est définie par une somme finie sur cet intervalle, qui est
donc de classe C*°.

Par 2m-périodicité, la fonction L est de classe C*° sur R.

Soit n € Z. Comme on I'a vu, sur le segment [0, 27], la somme définissant la fonction L est finie, si bien que 'on
peut permuter les symboles de somme et d’intégrale par simple linéarité de I'intégrale.

-1
On effectue ensuite le changement de variable u = M dans l'intégrale qui est le terme d’indice k de la
somme, : N
-~ 1 [ 2r) e+ k ) 3 )
L(n) = Z 271‘/0 ® ( N )exp(z((Qﬂ) x4+ k)t —inz) dz
kEZ
(k+1)/N
= Z N/ o(u) exp(iNtu — i2mnNu + i27kn) du
kez Jk/N
(k+1)/N
= Z N/ o(u) exp(iNtu — i27nNu) du.
kez JHk/N

L’intégrande ne dépendant plus de k, on peut maintenant appliquer la relation de Chasles sur les sommes finies :

(k+1)/N (r+1)/N
N/ o(u) exp(iNtu — i27nNu) du = / o(u) exp(iNtu — i27nNu) du.
k/N —r/N

r

k=—r

En faisant tendre r vers +oo, il vient :

L(n) = N/ o(u) exp(iNtu — i2rnNu) du = Nyy(Nt — 27nN).

— 00
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Remarquons maintenant que la fonction L, étant de classe C*°, vérifie bien les hypotheses du théoreme de conver-
gence normale (de classe C! par morceaux, continue, périodique), si bien qu’elle est égale a la somme de sa série de
Fourier :

Vr € R, Z L(n) exp(inx).
neZ

En particulier, pour x = 0, on obtient :

Z o(k/N) exp(ikt) Z N (Nt — 27nN).

keZ nez

Il n’y a alors plus qu’a poser £ = —n dans la derniére somme pour obtenir I'identité attendue.

B.3. L& encore, pour n fixé, la fonction 1), est définie en fait par une somme finie?, ce qui garantit sa continuité.

2m
L’intégrale / |h(t)1n ()| dt est donc bien définie.
0

Remarquons maintenant I’égalité ¢, (t) = 2™ > (2" (t + 2km)).
kEZ

A

Soit A un majorant de £3¢(€). Pour ¢ € [0,27] et k > 1, on a la majoration suivante : (2" (¢t + 2km))| < PRTETR R
nam

A
23n8m3(1 — k)3~
Comme h est bornée sur [0, 27], on en déduit que les séries > 2™ (2" (¢t + 2km))h(t) et > 2™p(2"(t + 2kw))h(t)
k=1 k<—2
convergent normalement sur [0, 27|, ce qui permet I'intégration terme & terme :

/0 |h(t)en(t)] dt 2m Y / Y(2"(t + 2kn))| dt

kEZ

Pour ¢ € [0,27] et k£ < —2, on a la majoration suivante : |¢(2" (¢ + 2kn))| <

posons u=(t+2km)2n

272" (k+1) 400
<> (e = 2h) | l0ta)] du= [ Ih(u/2p)] du
kezZ 2m2nk R , —o0
=|h(u/2m)|
M [T .

Pour justifier les dernieres étapes, signalons que u +— |u}aw(u) est intégrable sur R par le méme argument qu’en B.1
et qu’on rassemble toutes les intégrales par un passage a la limite apres avoir appliqué la relation de Chasles dans une
somme finie comme en B.2.

C.1. 1l suffit d’effectuer le changement de variable ¢ — u = x — t, puis de remarquer que 'intégrale d’une fonction
2m-périodique sur un intervalle de longueur 27 ne dépend pas du choix de cet intervalle.

C.2. Comme on 'a déja signalé, la fonction 9, est définie par une somme finie. Plus précisément, le nombre ¢(27"k)
est nul pour tout indice k ne vérifiant pas I’encadrement 271 < |k‘ < 27+l La linéarité de 'intégrale donne alors
pour tout z € [0, 27] :

p(27"k)

2 0

o)) = 3 " F(t) explik(z — 1)) dt

2n—l<|k|<2n+tl

= Z ©(27"k) f (k) exp(ikz).

an—1c|k|<2nt?

Cette égalité montre au passage que f * 1, est un élément de | D

~

C.3. Rappelons que é;(m) vaut 1 pour k& = m et 0 sinon. L’égalité f * 1, = > ©(27"k) f(k)ex et la
2n—1|k|<2n+1

linéarité de ’application g — g(k) montrent que mb(k) vaut @(2‘"k)f(k;) pour tout indice k vérifiant ’encadrement
2n-l < ’k| < 2"*1 et 0 pour les autres indices. Comme (27 "k) est nul pour ces mémes autres indices, 1’égalité

ml(k) = <p(2_"k)]?(k) est en fait valable pour tout n € N et tout k € Z.

20n peut étre surpris que cette indication arrive seulement maintenant.
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~

Comme @(0) est nul pour tout n € N, il reste ﬁ(O) = f(0).
Pour k # 0, on obtient :

Folk) = D@ k) f(k), puis
n=0

r —+o0
Rl < [Fw] D eemm <|fm)| X e < |7
n=0 n=0
La derniere inégalité est une conséquence de A.4.

Comme f et ]?sont continues et 2m-périodiques, on peut leur appliquer la formule de Parseval :

—~ 2 —~ 2
15112 = S [Fem)| < D2 | Few| = 1isle”

neZ nez

Soient maintenant deux entiers naturels N et r avec 2" > N. Soit f € Ex. Rappelons que pour montrer que deux
fonctions continues et 27w-périodiques sont égales, il suffit de montrer qu’elles ont les mémes coefficients de Fourier.

On a déja remarqué 1’égalité fr(O) = f(O)
Soit maintenant un indice k£ non nul. Comme on I’a vu plus haut, on a :

Fo(B) =" 0(27"k) f(k).
n=0

—_——
Sk

Pour |k| > N, on a f(k) = 0 donc f,.(k) = 0= f(k).
Il reste & montrer que Sy vaut 1 pour ’k‘ < N.
T +oo
Comme |k| est supérieur ou égal a 1, il suffit, d’apres A.4, de montrer que > ©(27"k) vaut > p(27"k).

n=0 n=0
Or, pour tout n > r+1, on a 2‘”’]4:’ <27"INK 1/2 car N < 2", donc ¢(27"k) = 0.

On a alors montré que f et f,. sont égales car f(/ﬂ) = ﬁ(k) pour tout k € Z.

~

Soit maintenant f € E. Soit r € N Soit N = 2". Notons Snf = . f(j)e; la somme partielle d’ordre N de la série
l7I<N
de Fourier de f. Comme Sy f est dans Ey, on a 1’égalité (Sxf), = Sxf.
L’inégalité triangulaire donne alors :

I[fr = fll2 = [|(fr — (Snf)r) +SnSf = fll2 < |fr — (Sxf)rll2 + [ISxf — fll2 < 2[[f — Snfll2,
car ||fr — (Snf)rll2 = |I(f = SxSf)rll2 < IIf — SN Sl

Le théoréme de Parseval donne 111}_1 [|f —Snfll2=0, donc lir_{l [|f — Sar fll2 = 0 puis hr—? [lfr — fll2 = 0.

D.1 et D.2. Soient f € A* et n € N. Soit « € [0, 27].
2m 2m
On a: (f*wn)(x):i flz =), (1) dtzi/ (fx —1t) — f(x)) Yn(t) dt car @;(0):0. On en déduit :
0 0

2T 2T
1 27
(@l < 5o [ 1f@=0=F@)- (o)
I a
< g [ A o a
+oo
Wl [ e ot e

La derniere inégalité est une application de B.3.

1 [t
En posant H = 2—/ €1% [9(€)| €, on a alors || f * ¥ [ee < HI[f[la27™.
a — 00

La série Y 27" converge car 0 < 27 < 1 donc la série de fonctions > f %1, converge normalement sur [0, 27].
n=0 n=0

Ainsi, la suite de fonctions ( f})r>U converge simplement vers une fonction g, qui est continue par convergence normale,
et se prolonge par périodicité en un élément de E, noté encore g.
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Montrer que la suite (fy)r>0 converge uniformément vers g revient a montrer que ||g — fr||s tend vers 0 quand
r tend vers +oo. Dans le cadre du programme actuel, on dirait plutét que les f,. approchent ¢ uniformément. Pour
démontrer ce fait, nous allons commencer par démontrer I'inégalité demandée & la question suivante (eh ouil).

Soient 7 et p dans N. On a :

T+p
frer —fr = Z I *n donc
n=r+1
r+p r+p
1 frip = Fello < D 1f % nlloo <H||flla Y 27"
n=r+1 n=r+1
+o0 —a(r+1)
< Hl|flla D> 270" = Hllf\la -
n=r+1
9—a(r+1)
Ainsi, pour tout z € [0,27], on a : |frip(x) — fr(2z)] < H||f\|a . En faisant tendre p vers +oo, il vient :
a(r+1)
l9(z) = fr(2)] < H||f”a
92— a(r+1)
On en déduit la majoration ||g — fr||eo < H||f||a —, qui entraine en particulier que ||g — f;||o tend vers 0
quand 7 tend vers 4oc0.
Remarquons maintenant I'inégalité ||g — fr||2 < ||g — fr||co POur tout r € N, puis, par inégalité triangulaire :

g = Fllz <llg = fella + [1fr = fll2 < llg = Frlloo + II.fr = fll2-

En faisant tendre r vers +oco, on obtient ||g — f||2 = 0, donc g = f.

Comme f et g sont égales, nous avons bien démontré la premiere inégalité de la question D.2 et nous avons prouvé
que ||f — fr|loo tend vers 0 quand r tend vers 400, si bien que la suite (f,),cy converge uniformément vers f.

Soit maintenant un entier N > 2. Il existe un unique r € N* vérifiant 2" < N < 2", Comme f,_; est dans Eyr,
qui est inclus dans En, on a :

H2~
AfBx) < NI = frtlloo € T35 11 lla 27)7% < T I llaN "

H2«

Une constante C répondant a la question est C = T_o9=a




