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2024 - CCINP - MP - MATHEMATIQUES 2
ENONCE

EXERCICE 1

-4 2 =2
Justifier que la matrice A = | =6 4 —6| est diagonalisable et déterminer une matrice P telle que P~'AP
-1 1 =3

soit diagonale.

Application : On considére trois suites réelles (up,)nen, (Un)nen, et (wn)nen telles que :

Upp1 = —du, + 2v, — 2w,
Upt1 = —bu, + 4dv, — 6w, pour tout n € N.
Wpy1 = —Up + v, — 3w,
Unp, Qp
Pour tout n € N, on pose X,, = | v, | et Y, = P7'X,, = | 8,
Wp, Tn

Pour tout n € N, exprimer Y,, en fonction de «yg, 89,70 et n.
A quelle condition sur (ug,vo, wo) les suites (un)nen; (Vn)nen €t (wy)nen convergent-elles simultanément ?
Expliciter alors ces suites.

EXERCICE 2

Pour n € N*| on note S, le groupe des permutations de I’ensemble [0,n — 1].

Une permutation de S,, sera représentée en Python par une liste, dont ’élément d’indice i est I'image de i par
cette permutation. Par exemple, la liste [3,1,0,2] représente la permutation o € S; définie par

c(0)=3, o(1)=1, 0(2) =0et o(3) = 2.

Dans tout 'exercice, on pourra utiliser librement les tests Python du type x in L (respectivement x not in L)
permettant de vérifier si x est présent dans la liste L (respectivement de vérifier si x n’est pas présent dans la
liste L).

Si s est une liste Python représentant une permutation de Sy, quelle instruction Python permet de trouver I'image
de 1 par cette permutation ?
Quelle liste Python représente la transposition (2 3) € Sy ?

Ecrire une fonction Python comp(s1,s2) prenant en entrée deux listes représentant des permutations oy et oo
du méme groupe de permutations et renvoyant la liste représentant la permutation oy o os.

Ecrire une fonction Python inv(s) prenant en entrée une liste représentant une permutation o et renvoyant la
liste représentant o'

On souhaite tester si un sous-ensemble G de S,, est ou non un sous-groupe de S,,.
Ecrire une fonction Python groupe (G) prenant en entrée une liste de listes, ou chaque sous-liste représente une
permutation de S,, et renvoyant True s’il s’agit bien d’un sous-groupe de S,,, False sinon.

Ecrire une fonction Python cyclique(s) prenant en entrée une liste s représentant une permutation o de S, et
renvoyant le sous-groupe de S,, engendré par o sous la forme d’une liste de listes.
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PROBLEME

Le but de ce probléme est de démontrer et utiliser plusieurs critéres pour prouver qu’une matrice symétrique
réelle est définie positive. On rappelle que, pour un entier naturel non nul n, une matrice symétrique M € M, (R)
est dite définie positive si et seulement si :

VX € M,1(R)\ {0}, XTMX >0.

- . . . 2 1 . ”»
Démontrer, en utilisant directement la définition précédente, que la matrice A = (1 1) est définie positive.

Caractérisation spectrale
Enoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres d’une matrice symétrique
réelle pour que celle-ci soit définie positive.

Application : Démontrer que le polynéme P(X) = X3 —6X?2 + 9X — 3 admet trois racines réelles distinctes (on
ne cherchera pas a les déterminer).

—= NN O

1 1
Démontrer alors que la matrice B = | 0 1 | est définie positive grace a la caractérisation spectrale.
1 3

Un critére en dimension 2

Dans cette partie, on souhaite démontrer la caractérisation suivante :

Une matrice symétrique M € Ms(R) est définie positive si et seulement si sa trace et son déterminant sont
strictement positifs.

Démontrer qu’une matrice définie positive M de taille quelconque vérifie toujours Tr(M) > 0 et det(M) > 0.

Démontrer qu’une matrice symétrique M € Ms(R), dont la trace et le déterminant sont strictement positifs, est
définie positive.

Le résultat de la question précédente reste-il vrai pour les matrices symétriques de M3(R)?

Application : Utiliser le résultat précédent afin de démontrer que f : (R%)? — R définie par

1
f(x,y) =2 +y+ — admet un extremum local. Préciser s’il s’agit d’'un minimum local ou d’un maximum local.
Ty

Le critére de Sylvester

Dans cette partie, on étudie le critére de Sylvester, valable en toute dimension.

Pour une matrice carrée quelconque M = (m; j); je[1,n] € Mn(R) et un entier & € [1,n], on définit
le k-ieme mineur principal comme étant le déterminant de la matrice My, = (m ;)i e,k € Mr(R).
On précise qu’une matrice carrée de taille n posséde n mineurs principaux.

1 01
Par exemple, les trois mineurs principaux de la matrice B= [0 2 1| de la question Q10. sont les
1 1 3
10 1 0 1
déterminants des matrices By = (1), By = (0 2) et Bs=B=|0 2 1
1 1 3

On dit qu'une matrice vérifie le critére de Sylvester si tous ses mineurs principaux sont strictement positifs.
On souhaite alors démontrer la caractérisation suivante :

Une matrice symétrique réelle est définie positive si et seulement si elle vérifie le critére de Sylvester.

Par exemple, pour la matrice B de la question Q10., on constate que :
det(Bl) =1>0, det(Bg) =2>0, det(Bg,) =3>0.

La matrice B vérifie le critére de Sylvester, elle est donc définie positive.

2
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Q15.

Q16.

Q17.

Q18

Q19

Q20

Q21

Q22

T
On fixe une matrice M € M,,(R), un entier k € [1,n], ainsi qu’un vecteur colonne X = | @ | € M;1(R).
Ty
Déterminer un vecteur colonne X € M,, 1(R) \ {0}, tel que :
XEMp X, = XTMX.

Démontrer que toute matrice symétrique réelle définie positive vérifie le critére de Sylvester.

Dans les deux questions suivantes, il s’agit de démontrer la réciproque, c’est-a-dire que toute matrice symétrique
réelle vérifiant le critére de Sylvester est définie positive.
Pour cela, on va raisonner par récurrence sur la taille n de la matrice.

Soit n > 2 et soit une matrice symétrique M € M,,(R) telle que det(M) > 0.
On écrit cette matrice par blocs sous la forme suivante :

M, _
M = ( UT'LTI g) avec M,_1 € Mnfl(R), U e Mnfl,l(R) et a € R.
On suppose que la matrice M,,_; est définie positive.

Justifier I'existence d’un vecteur colonne V € M,,_1 1(R) tel que M,,_1V +U = 0.

En notant Q = (OI"_l ‘1/), démontrer alors que QT MQ s’écrit par blocs (éwn_l O"B“) avec 3 > 0.
1,n—1 1,n—1

Démontrer par récurrence que toute matrice symétrique réelle vérifiant le critére de Sylvester est définie positive.

2 1 0
Pour quelles valeurs de z € R la matrice C(z) = |1 1 x| est-elle définie positive?
0 = 1
2 2 1 4 5
2 3 -1 1 -1
La matrice |1 —1 1 3 1 | est-elle définie positive ? Justifier.
4 1 3 5 0
5 -1 1 0 1
Démontrer que pour tout (z,y,z) € R*\ {0} :

422 4+ % + 22 4+ 22y — 3x2 > 0.

V3 1 0 ... 0

1 :
Pour quelles valeurs de n € N* la matrice S, = | ¢ -, .. .. o | € Myn(R) est-elle définie positive ?
1

0 ... 0 1 3
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2024 - CCINP - MP - MATHEMATIQUES 2
UN CORRIGE

EXERCICE 1

Q1. Calculons le polynéme caractéristique de A :

X+4 =2 2 X +2 -2 2
xa(X) = 6 X—-4 6 = 0 X—-4 6
1 “1 X+3| 9T | (X420 -1 X+3
X+2 =2 2
LT 0 X—-4 6 = (X +2)((X —4)(X +5) + 18)
3<Li1+Ls 0 _3 X +5
= (X +2)(X2+X -2) = (X —1)(X +2)2

Donc | xa(X) = (X — 1)(X +2)2 ‘ X4 est scindé dans R[X].
Les valeurs propres de A sont Sp(4) = {1, —2}.
Calculons les sous-espaces propres de A :

-5 2 =2 2
A-1I3 = -6 3 —6 donc Ei(A)=Ker(A—1I3) = Vect |6
-1 1 -4 1
2 2 2 1 0
A+2I; = -6 6 —6 donc FE_5(A) =Ker(A+2I3) = Vect 01],(1
-1 1 -1 -1 1

X 4 est scindé dans R[X] et pour chaque valeur propre de A, la dimension du sous-espace propre associé est égale a
la multiplicité de la valeur propre dans le polynome caractéristique : dim(Ker(A —1I3)) = 1 et Ker((A+21I3)) = 2.

Donc | A est diagonalisable dans M, (R). ‘ Posons :

2 1 0 1 0 0
P=|6 0 1], alors P 'AP=D=|0 -2 0
1 -1 1 0 0 -2

Q2. e La relation de récurrence entre les trois suites se réécrit sous la forme : Vn € N, | X411 = AX,,.

e OnavneN,Y, = P71X, donc X,, = PY,. D’ou
Y1 =P 'X, ., = P (AX,) = P"'A(PY,) = (P *AP)Y, = DY,,.

Une récurrence immeédiate montre que Vn € N, Y,, = D"Y}.
Or D = Diag(1, —2, —2) est diagonale donc D™ = Diag(1, (—2)", (—2)").

(o779 (&%)
Ainsi |VneN, Y, =|p, | =D"Yo = | (—2)"Fo
Tn (_Q)H’YO

En particulier, la suite («;,) est constante donc converge.
La suite (3,) = ((—2)"By) converge si et seulement si Sy = 0.
La suite (v,) = ((—2)™y0) converge si et seulement si vy = 0.

e Les deux applications

M, 1(R)
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sont linéaires sur M,, 1(R) qui est de dimension finie, donc elles sont continues.

Par continuité de u, si la suite (X,,) converge, alors la suite (Y;,) = (u(X,,)) converge.
Par continuité de v, si la suite (Y,,) converge, alors la suite (X,,) = (v(X,,)) converge.
Donc la suite (X,,) converge si et seulement si la suite (Y;,) converge.

e En dimension finie, une suite converge si et seulement si toutes les suites de ses coordonnées dans une base
convergent.

e On a donc les équivalences :

Les suites (uy,), (vn), (wy,) convergent simultanément

< la suite (X,,) converge
< la suite (Y,,) converge
< les suites (a), (Bn), (7n) convergent simultanément
& Bo=v%=0
1
& dageR, Yp=a9 |0
0

< dag€eR, Xo=PYg=oap |6

1
Ug 2
< Xo= v | € Vect | 6
wo 1
() 2
o | (Un)neN, (Vn)nen et (wp)nen convergent simultanément si et seulement si [ vy | € Vect | 6 | = Ker(A — I3)
wo 1
si et seulement si Jag € R tel que ug = 2, v9 = 6y et wy = .
e Si cette condition est remplie, alors on a
vneN, a,=ay Bn="v=0.
Alors la suite (Y;,) est constante : Vn € N, Y,, = Y5.
Donc la suite (X,,) est constante : Vn € N, X,, = PY,, = PYy = X,.
Ug 2 Un = U = 204(].
Sidag eR, tel que Xo=|v9g | =ag | 6], alors Vn € N, v, = vg = 6ag.
wWo 1 wn, = Wy = Qo

EXERCICE 2

Q3. Si s est une liste Python représentant une permutation de Sy, alors I'instruction permet de trouver 'image
de 1 par cette permutation.
La liste Python représente la transposition o = (2 3) € Sy (S4 est le groupe des permutations de
Pensemble [0, 3]). En effet, on a alors ¢(0) =0, o(1) =1, 0(2) =3 et 0(3) = 2.

Q4. La fonction Python comp(s1,s2) suivante prend en entrée deux listes représentant des permutations o1 et o2 du
méme groupe de permutations et renvoie la liste représentant la permutation oy o o5 :

def comp(sl,s2)

n = len(sl)
s3 = []
for i in range(n)
a = s2[i]
b = sl1[a]
s3.append(b)
return s3
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Q5.

Q6.

Q7.

La fonction Python inv(s) suivante prend en entrée une liste représentant une permutation o et renvoie la liste
représentant o~ ! :

def inv(s)
n = len(s)
s® = list(range(n))
for i in range(n)
a = s[i]
s@[a] = i
return sO

Pour tester si un sous-ensemble G de §,, est ou non un sous-groupe de S, on vérifie que G contient ’'identité,
qu’il est stable par le passage & I'inverse, et qu’il est stable par la composition entre deux éléments de G.

La fonction Python groupe(G) suivante prend en entrée une liste de listes, ou chaque sous-liste représente une
permutation de S, et renvoie True s’il s’agit bien d’un sous-groupe de S,,, False sinon :

def Groupe(G)
n = len(G[0])
identite = list(range(n))
if identite not in G
return False
for s1 in G
if inv(sl) not in G
return False
for s2 in G
if comp(sl,s2) not in G
return False
return True

Le groupe S,, est de cardinal n!.

La fonction Facto(n) prend en entrée un entier n > 1 et renvoie la valeur de n!.

D’aprés le théoréme de Lagrange, 'ordre d’une permutation de S,, divise le cardinal n! du groupe.

Soit o € S, Soit p € N* l'ordre de o, alors p est le plus petit entier strictement positif vérifiant o? = Idp; ,,j. On
a p divise n! donc p < n!l.

Le sous-groupe engendré par o est {o,02,...,0P = Idﬂl)nﬂ}.

On construit une liste sousGroupe contenant initialement la liste s représentant o. On ajoute dans la liste
sousGroupe les listes qui représentent les puissances successives de o, jusqu’a obtenir & nouveau la liste s qui
représente o (que ’on ne remet pas dans la liste).

La fonction Python cyclique(s) suivante prend en entrée une liste s représentant une permutation o de S, et
renvoie le sous-groupe de §,, engendré par ¢ sous la forme d’une liste de listes.

def Facto(n):
prod =1
for k in range(l,n+1):
prod = prod x k
return prod

def cyclique(s)
n = len(s)
sl = s
sousGroupe = [s]
for k in range(Facto(n))
sl = comp(sl,s)
if s1 == s
break
sousGroupe.append(sl)
return sousGroupe
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PROBLEME

Q8. Soit X = <i1> € M3 1(R). Alors
2

T 2 1\ (x 211 + 2 2 2 2, .2
X' AX = (3;1 .132) (1 1)\ = (a;l .132) 21+ =227 + 2z122 + 25 = (x1 + 22)° + 27 = 0.

De plus, si XTAX =0, alors 21 =0 et 2 + 22 =0, donc 1 =29 =0 et X = 0.
Ainsi, si X € My 1(R) \ {0}, alors on a (XTAX > 0et XTAX #0), donc XTAX > 0.

Donc | A = (? 1) est définie positive.

Caractérisation spectrale

Q9. Soit A € S,(R) une matrice symétrique réelle. Montrons que A est définie positive < Sp(A4) C RY.
° Supposons que A est définie positive. Alors VX € M,, 1(R) \ {0}, XTAX > 0.
Soit A une valeur propre de A. Soit X € M,, 1(R) \ {0} un vecteur propre associé a A : AX = AX. Alors

XTAX = XT(\X) = XTX > 0.

Donc VA € Sp(A), A > 0 et |Sp(A) C R}

. Supposons que Sp(A4) C R7. Alors YA € Sp(A4), A > 0.
A est symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormée.
Il existe P € O,(R) et D = Diag(\y,...,\,) diagonale réelle, telles que PTAP = D = (dij)i<i,j<n-

Soit X € My, 1(R)\ {0}. Posons Y = PX = (y1 ... yn)T. Alors Y # 0 (car P est inversible et X # 0).
XTAX = XTPT'DPX = (PX)'D(PX)=YTDY = dijyiy; = Ny >0,

car 3i € [1,n], y; # 0. Donc VX € M, 1(R) \ {0}, XTAX > 0. Ainsi A est définie positive.

On a donc démontré la caractérisation spectrale :

’ Une matrice symétrique réelle est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont strictement positives.

Q10. e On considére le polynome P(X) = X3 —6X2 +9X — 3.
On calcule : P/(X) =3X? — 12X + 9 = 3(X? —4X + 3) = 3(X — 1)(X — 3). Les racines de P’ sont 1 et 3.
Etablissons le tableau de variation de P :

T —00 0 1 3 400
P(z) + + 0 - 0 +
1 +00
a AN a
P(x) -3 -3
S
—00

On observe que P(0) < 0, P(1) > 0, P(3) < 0 et li1_~1_1 P(xz) = +o0, et P est une fonction polynomiale
Tr—r+00

donc continue sur R. Par le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué sur [0, 1], [1, 3] et [3,4+o0], le poly-
néme P admet trois racines réelles distinctes appartenant respectivement aux intervalles 0, 1], ]1, 3] et |3, +o0].

Donc le polynéome P admet trois racines réelles distinctes et strictement positives. ‘
7
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1 01
e Calculons le polynéme caractéristique de B= (0 2 1
1 1 3
X-1 0 -1
xB(X) = 0 X-2 -1 = X-DX-2)(X-3)—-(X-1)—-(X=-2)
-1 -1 X-3
= (X?-6X?4+11X-6)—2X+3 = X3?-6X2+9X—3=P(X).

Puisque xp = P, le spectre de B, qui est ’ensemble des racines de xp, est 'ensemble des racines de P, qui
sont trois réels strictement positifs.

Donc | B est une matrice symétrique réelle vérifiant Sp(B) C R ‘

D’aprés la caractérisation spectrale de la question Q9., ’B est définie positive.

Un critére en dimension 2

Q11. Soit M € M,,(R) une matrice symétrique réelle définie positive.
D’aprés le théoréme spectral, puisque M est symétrique réelle, M est diagonalisable en base orthonormée.
Donc M posséde n valeurs propres réelles comptées avec multiplicités. Notons Sp(M) = {A1,..., A} ces valeurs
propres.
D’aprés la caractérisation spectrale de la question Q9., on a Sp(M) C R%, donc VE € [1,n], Ay > 0.
Il existe P € O, (R) et D = Diag(\y,...,\,) diagonale réelle, telles que PTAP = D.
Puisque M et D sont semblables, elles ont méme trace et méme déterminant :

Tr(M) = Tr(D) = ) Q> 0. det(M) = det(D) = || Qe >0.
k=1 5o

k=1 <o

Une matrice définie positive M de taille quelconque vérifie toujours Tr(M) > 0 et det(M) > 0. ‘

Q12. Soit M € M5(R) une matrice symétrique réelle vérifiant Tr(M) > 0 et det(M) > 0.
Par le théoréme spectral, puisque M est symétrique réelle, M est diagonalisable en base orthonormée.
Donc M posséde deux valeurs propres réelles comptées avec multiplicités, notées A1 et As.

De plus M est orthogonalement semblable & la matrice diagonale D = (/})1 ;\) )
2

Puisque M et D sont semblables, elles ont méme trace et méme déterminant.
D’une part, det(M) = det(D) = A A2 > 0, donc A; et A2 sont non nulles et de méme signe.
D’autre part, Tr(M) = Tr(D) = A1 + A2 > 0 donc A; et Ay sont strictement positives.

Ainsi | Sp(M) C R’,.. | D’aprés la caractérisation spectrale de la question Q9., ’ M est définie positive.

’Une matrice symétrique M € Ms(R), dont la trace et le déterminant sont strictement positifs, est définie positive.

Q13. Soit la matrice diagonale ’ D = Diag(3,-1,-1). ‘
D est une matrice symétrique de M3(R) et vérifie Tr(D) =1 > 0 et det(D) =3 > 0.
Mais le spectre de D, Sp(D) = {3, —1} n’est pas inclus dans R .
D’aprés la caractérisation spectrale de la question Q9., D n’est pas définie positive.

Le résultat de la question Q12. ne reste pas vrai pour les matrices symétriques de M3(R). ‘
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Q14. Application. On considére
®)? - R
1
(xy) = x+y+—

Ty
e Par produit et somme de fonctions de classe C* sur (R%)?, f est de classe C* sur (R%)?.
e Si f admet un extremum local sur I'ouvert (Rj_)2, elle 'atteint en un point critique de f.

e Déterminons les points critiques de f sur (Ri)Q, i.e. les points ou le gradient de f est nul.

of 1
t 1— —
s 8:1) (xa y) ny
V(x,y) € (RJr) 9 Vf(x,y) = 6f = 1
%(I’ Y) - TyQ
Pour (z,y) € (R})? ona:
1 2, _
Vfi(z,y) =0< 1 =3 _ &S r=y=1
1—— = 0 ay? = 1 zy(z —y)
Y2
Donc | (1, 1) est le seul point critique de f sur (R%)%.
e Calculons la matrice hessienne de f :
Pew ey (2
, gz2 Y Oxdy ©Y xdy  x2y?
V(z,y) € (RY),  Hy(z,y) = =
O*f % f 2
axay (.’IJ, y) 87y2<x7 y) 1:2y2 :CyB

Calculons la hessienne de f au point critique (1,1) :

Hi(1,1) = G ;)  Tr(Hp(1,1) =4>0. det(H(1,1)) =3 > 0.

Ainsi Hf(1,1) est une matrice symétrique de M (R), dont la trace et le déterminant sont strictement positifs.

. 1 . . . .
D’aprés la question Q12.,| Hf(1,1) = <2 > est une matrice symétrique définie positive.

1 2

e Soit h € R?\ {0}.
Soit || - || une norme quelconque sur R2.
On écrit la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 au point (1, 1).
On utilise que Vf(1,1) = 0 et que la matrice hessienne H¢(1,1) est définie positive.

D’aprés la formule de Taylor-Young & 'ordre 2, puisque f est de classe C? sur (Ri)Q, on a quand h — 0 :

f((171)+h) *f(L]-)

1
hT V(1,1 += BT Hp(1,1) h+o(|[h]%)
—_—— 2
=0
= - W7 Hp(1,1) h+o(||h]J?)

= = |n? <||Z||>T Hy(1,1) <”Z|> +o(1)

>0

| —

et cette quantité est strictement positive pour ||| suffisamment petite.
Donc f atteint un minimum local strict en (1,1).

e Conclusion : ’ f admet en (1,1) un minimum local strict, qui vaut f(1,1) = 3. ‘

e Puisque (1, 1) est le seul point critique, f n’admet pas d’autre extremum local.

9
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Le critére de Sylvester

Q15. Manque-t-il la condition X # 0 dans la question Q15. 7
x1
Soient M € M, (R), un entier k € [1,n], et Xj = [ : | € My 1(R). On suppose de plus

T,
Déterminons un vecteur colonne X € M,, 1(R) \ {0}, tel que : X My X, = XTMX.

Si k =n. On pose (non nul si X, non nul.) On a M,, = M et X,, = X, d’ou le résultat.

Si k < n. On pose | X = (O X ) € M, 1(R) \ {0}. | On écrit la matrice M par blocs :
n—k,1
Mk: S Mk‘(R)a
M= Mk B avec B € Mk,n—k(R)v
~\c D C € M, pi(R),
D e M,_;[R).

Un produit matriciel par blocs donne :

XTMX = (XI 07) (]‘ék g) ()gk) —(xI' o7) <]‘é’jé’“> = X7 My X,

Xk
On—k,1

Le vecteur colonne X = < > € My, 1(R)\ {0} vérifie X M X, = XTMX.

Q16. Soit M € M,,(R) une matrice symétrique réelle définie positive.
Soit k € [1,n]. La sous-matrice My, € My(R) est symétrique réelle.
Soit Xj € My 1(R)\ {0}. D’apres la question Q15., il existe X € M,, 1(R) \ {0} tel que

XM X, = XTMX.
Puisque M est définie positive et X # 0, on a XTMX > 0.
On en déduit que VX;, € My 1 (R) \ {0}, X MpX; >0.
Donc la matrice M}, est définie positive.

D’aprés la question Q11., cette matrice vérifie det(My) > 0.
On a montré que Vk € [1,n], det(My) > 0 donc M vérifie le critére de Sylvester.

Donc | toute matrice symétrique réelle définie positive vérifie le critére de Sylvester. ‘

Q17. Soit n > 2 et soit une matrice symétrique M € M, (R) telle que det(M) > 0.
On écrit cette matrice par blocs sous la forme suivante :

M= (]\?]HT_I Z) avec M, 1 € M, 1(R), UeM, 11(R) et acR

e On suppose que la matrice M, est définie positive.
D’aprés la question Q16., M,,_; vérifie le critére de Sylvester, donc tous ses mineurs sont strictement positifs.

En particulier det(M) = det(M,,—1) > 0, donc ’Mn_l est inversible. ‘
En posant ’ V= (M, 1) Y(-U) ‘ € Mu_11(R), on a ’ M, 1V+U=0,_1;1. ‘

e En transposant cette égalité et en utilisant que M,,_; est symétrique, on a également VM, +U" = 01,m—1-

e Notons Q = (OI"1 ‘f) Alors
1,n—1

arre = o ("h (0 )

o) \O1,n—1

ur UTV + o
_ fIn1 Op11\ (Mu1  Op-1 _ M1 On—1,1
= vt vt UtVta) T \V'M, 4 UT] UTV ta

_ Mnfl Onfl,l
Ol,n—l UV +a)

)
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En posant 3 = UTV + a, on obtient | QT MQ = <é”n1 Onﬁl,l) .
1,n—1

De plus, puisque det(Q)) =1, on a

Bdet(M,_1) = det(QT MQ) = det(Q)? det(M) = det(M) > 0.

Or det(M,,—1) > 0, donc | 8 = det(M) > 0.

B det(Mn_l)

Q18. Montrons par récurrence sur n > 1 que toute matrice symétrique réelle M € M, (R) vérifiant le critére de
Sylvester est définie positive.
e Initialisation. Cas n = 1.
Soit M = (a) € M1(R) (toujours symétrique) vérifiant le critére de Sylvester. Alors a = det(M) > 0.
Pour tout X = (z) € My 1(R)\ {0}, XTMX =az®> >0cara>0et x #0.
Donc M est définie positive.
e Hérédité. Supposons le résultat vrai au rang (n — 1) et montrons-le au rang n.
Soit M € M,,(R) une matrice symétrique réelle vérifiant le critére de Sylvester. Alors tous ses mineurs princi-
paux sont strictement positifs.

* On reprend les notations de la question Q17. :

M= <A?JWT1 g) avec  Mp_y € Mp1(R), UeMu11(R) et a€eR

* Puisque M est symétrique réelle, M,,_1 est également symétrique réelle.

* Les (n — 1) mineurs principaux de M,,_; sont aussi des mineurs principaux de M, donc sont strictement
positifs, ce qui montre que M,,_; vérifie aussi le critére de Sylvester.
Par hypothése de récurrence appliquée au rang (n — 1), la matrice M,,_; est définie positive.

* D’aprés la question Q17., il existe @ € M,,(R) de déterminant det(Q) =1 telle que

QTMQ = (éwn_l O”é”) avec 3 > 0.
1,n—1

* Montrons que QT MQ est définie positive.
Soit Y € M,, 1(R)\ {0}, que Pon écrit ¥ = (g) avec Z € M, _11(R) et z € R. Un calcul par blocs donne :

01,n—1 B z Bz

Si Z # 0 :|puisque M,,_; est définie positive, on a Z'M,,_1Z > 0 donc

YHQTMQ)Y > 2" M, 1Z > 0.

alors z # 0 (car Y # 0). 1l vient

YT(QTMQ)Y =22 >0 car >0 et z #0.

YT(QTMQ)Y = (27 2) (Mn—l 0n—1,1> (Z) = (27 ) (Mn—1Z> = 7T M, 17 + B2

Dans les deux cas, Y7 (QTMQ)Y > 0. Donc la matrice QT M Q est définie positive.

* Soit X € M,,1(R) \ {0}.
Puisque det(Q) = 1, la matrice @ est inversible. On pose Y = Q71X # 0 car X # 0.
Puisque QT M Q est définie positive :

XTMX = (QYV)"M(QY)=YT(QT"MQ)Y > 0.

Donc la matrice M est définie positive, ce qui termine la récurrence.

Toute matrice symétrique réelle vérifiant le critére de Sylvester est définie positive. ‘
11
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2 1 0
Q19. Soit z € R. La matrice C(z) = [1 1 x| est symétrique réelle. Calculons les mineurs principaux de C(x).
0 = 1
det(Ci(x)) = det(2) = 2 > 0.
det(Ca(z)) = det (% i) =1 > 0.
2 1 0
det(C3(x)) = det|1 1 x| = 1-222
0 =z 1

Donc C(x) vérifie le critére de Sylvester si et seulement si det(C3(z)) > 0. Or

1 2 /2
det(Cs(x)) >0 <& 1-222>0 < x2<§ VRN xe]\g,\gl
2 V2
D’apreés le critére de Sylvester, |la matrice C(x) est définie positive si et seulement si z € ] —g, g l
Q20. Posons
2 2 1 4 5
2 3 -1 1 -1
A=11 -1 1 3 1
4 1 3 5 0
5 -1 1 0 1

La matrice A est symétrique réelle. Calculons les mineurs principaux de A.

det(A1) = det(2) = 2>0.
2 2
det(As) = det <2 3> = 2>0.
2 2 1
det(As) = det|2 3 —-1] = 2x2-2x3-5=-7T<0.
1 -1 1
(On a développé det(Ag) selon la premiére colonne.)
Le troisiéme mineur principal ’ det(A3) =-7<0 ‘ est strictement négatif.
2 2 1 4 5
2 3 -1 1 -1
A=|1 -1 1 3 1 | €85(R) ne vérifie pas le critére de Sylvester donc A n’est pas définie positive.
4 1 3 5 0
5 -1 1 0 1

12
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Q21. Posons
4 1 -3/2
A= 1 1 0
-3/2 0 1

La matrice A est symétrique réelle. Calculons les mineurs principaux de A.

det(A;) = det(4) = 4>0.
det(A) = det (‘11 }) - 3>0
47 1 —-3/2
3 3 3
~3/2 0 1
4 1 -3/2
A= 1 1 0 € S3(R) vérifie le critére de Sylvester donc A est définie positive.
~3/2 0 1
Puisque A est définie positive, on a :
x
VX = |y ]| e M31(R)\ {0}, XTAX >o0.
z
Or
3
4 1 -3/2\ [« drty-—52
XTAX = (z y =2) 1 1 0 y = (z y 2) T+y
-3/2 0 1 2 3
——xr+z
3 3 2
= (4x—|—y— 22) +ylr+y)+ 2 (—2x—|—z) = 4a?+y? + 22 + 22y — 3wz

Donc | V(z,y,2) € R*\ {0}, 42 +y* + 2% + 22y — 322 > 0. ‘
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Q22. Pour n € N*, on a :

V3 1 0 ... 0

Sn = 0 0 EMn(R)-

PP |
0 ... 0 1 3
On pose Vn € N*| u,, = det(S,). En développant le déterminant de S,, par rapport a la derniére colonne, on
obtient la relation de récurrence suivante :
Vn >3, u,=det(S,)= \/gdet(Sn,l) —det(Sp_2) = V3Up_1 — Up_o.

On a de plus :

up = det(S;) = det(v/3) V3.

up = det(Ss) = det (‘f \}§> _—

La suite (un)n>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, définie par :

vn > 17 Un+2 — \/gun-‘rl +u, = 0.
Uy = \/g
Uy = 2.
L’équation caractéristique associée est 72 — v/3r +1=0. Ona A = —1 < 0 ce qui donne deux racines distinctes
complexes non réelles :
r=e™0 et rg =e/0,

Puisque la suite (uy,)n>1 est réelle, il existe (a,b) € R? tels que :
Yn>1, wu,=acos (n%) + bsin (n%) .

Oun trouve (a,b) grace aux valeurs de u; et us :

1
wu = V3 = aCOS(z)+bSin(z) = aﬁerf.
6 6 2 2@ 3a+b\/§_6.<:> a 1.
a+b/3 = 4. b = 3.
= 2 = cos(z)+bs' (z) = 1+b§
U2 = = a 3 1n 3 = a2 5 "
Finalement,

Vn =1, |det(S,) = u, = cos (n%) +V/3sin (n%) .

On peut en particulier calculer les premiers termes de la suite :

det(Sl) = \/3 > 0.
det(Sg) = 2 > 0.
det(S3) = V3 >0.
det(S4) = 1 > 0.
det(Ss) = 0.

La matrice S,, est symétrique réelle. Les mineurs principaux de S,, sont les det(Sg) avec 1 < k < n.
Sin € [1,4], les mineurs principaux de S,, sont tous strictement positifs. Par le critére de Sylvester, S,, est définie

positive.
Sin > 5, le cinquiéme mineur principal est nul : det(S5) = 0. Par le critére de Sylvester, S, n’est pas définie
positive.

V3 1 0 0

1
La matrice S, = | o -, -, -, o | € Ma(R) est définie positive si et seulement si n € {1,2,3,4}.

S VU T
0 ... 0 1 V3
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