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NOTATIONS ET OBJET DU PROBLÈME 

On désigne par N l'ensemble des entiers naturels et par R le corps des nombres réels. 
Pour tout entier n supérieur ou égal à 1, on note R, [ X I  l'espace vectoriel sur R des polynômes à 

Pour tout élément P de R, [XI il existe n + 1 réels a,, a , ,  ... , a, tels que : 
coeficients réels de degré inférieur ou égalà n. 

n 

P ( X ) =  1 a,Xk. 
k = O  

On note P' le polynôme dérivé du polynôme P. 
On rappelle que R, [XI est un espace vectoriel normé avec : 

O S k S n  

On note Un le sous-ensemble de R, [XI formé des polynômes unitaires de degré n. Précisément un 
n 

élément de Un s'écrit P ( X )  = 1 akXk avec a,, = 1 . 
- k = O  

On dé3nit 1 'application 'p, de Iw" (espace produit) dans Un par : 
n 

A = ( A I , A 2 , . . . , A n ) -  P,(A)= ( X - A k ) .  
k =  I 

On déjînit les fonctions symétriques élémentaires U,,k par : 

L'objet du problème est 1 'étude d'une condition nécessaire puis d'une condition sufisante, portant sur 
les coeficients, pour qu 'un polynôme réel ait toutes ses racines réelles. 

Le résultat de la question 1.1 . 1 . est utilisé dans la partie II.  
Les parties I I  et III  sont indépendantes. 
La partie IV utilise des résultats des parties I I  et III. 

1. LA MÉTHODE DE NEWTON POUR LES ÉQUATIONS POLYNOMIALES 

Pour cette partie, n est un entier supérieur ou égal à 2 et P est un polynôme appartenant à Un dont 

A, > ... > A,, 

toutes les racines sont réelles. On suppose que P a au moins deux racines réelles distinctes et on note : 

A ,  
les rucines rkelles distinctes de P avec p entier compris entre 2 et n. Pour tout entier j compris entre I et p ,  
lu rucine A, est de multiplicité m, supérieure ou égale à 1 avec : 

1' 1 m, = n .  
j = I  



1.1. 
1.1.1. Montrer que le polynôme dérivé P‘ admet les réels A , ,  A, ,. ..., A,, pour racines de multiplicités 

respectives m, - 1, m2 - 1, ..., m,, - 1 (une multiplicité nulle signifie que Aj n’est pas racine de P’) 
et des racines simples pj E ] A j +  , , Aj [ avec 1 S j S p - 1. 

1.1.2. Montrer que pour tout réel x strictement supérieur à A, et tout entier k compris entre O et n, on a 
P(&) (x)  > O, où P(k) désigne la dérivée d’ordre k de P. 

1.2. On définit lafonction g : [A , ,  + m[ + R par : 

1 x - 2  s i x > h , ,  
x - g ( x )  = 

A ,  six = A , .  

1.2.1. Montrer que la fonction g est indéfiniment dérivable sur [A, , + -[. 

1.2.2. Montrer que : 
V x > A,, Al  < g ( x )  c x .  

Jusqu’à lafin de 1.2, b est un réel strictement supérieur B A, . On définit alors la suite (&)k par: 

1.2.3. Montrer que cette suite converge en décroissant vers A ,  

1.2.4. Montrer que 
L 2 

j =  1 (x -A, )  V x > A I ,  l - g ’ ( X )  = 

j = ~  X - A ,  
1.2.5. Montrer que : P mj 

(x  - Ai)’ 
V x > A , ,  

j = l  x - A, 
j =  1 

1.2.6. Déduire de ce qui précède que : 
I 
n 

V X > A , ,  O < g ‘ ( x ) G l - - .  

(3) 

(4) 

1.2.7. On suppose qu’on a trouvé un réel a.inférieur ou Cgal à A,.  Déduire de (4) une majoration de 
1 xk - A ,  1 pour tout entier k strictement positif en fonction de a, b, n et k.  

1.3. On désigne par : 
p, 2 p2> ... 2 pn 

les n racines réelles distinctes ou confondues de P et on suppose qu’on a obtenu des valeurs approchées 
des m - 1 premières racines p,,  pz, ..., pm- , avec m compris entre 2 et n. On se propose de déduire un 
calcul approché de pnf . Pour ce faire on définit le polynôme Pn,- , par : 
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On définit la fonction g, - , : Ip,, + + R par : 

et la suite (X:"")k par : 

où b, est un réel strictement supérieurà pm . 

1.3.1. Montrer que la suite (X?))~ est convergente et calculer sa limite. 

1.3.2. Exprimer, pour tout réel x strictement supérieur à pm , p m - I  en fonction de P (x), P' (x) et des 
x-pj  ( 1  s j s m -  1 ) .  pi- I (4 
Quel peut être l'intérêt d'une telle écriture ? 

II. QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES ÉLÉMENTAIRES 

11.1. 

11.1.1. Soient n un entier supérieur ou égal à 2 et A = ( A , ,  ..., A,) un Clément de R". On lui associe 
A' = (A,  , ... 'A,- ,) dans R"-' . Exprimer, pour tout entier k compris entre O et n, u,,~ (A) en fonction 
de A, et des u,,-,,~ (A') (O < j  S n -l). 

II. 1.2. Montrer par récurrence que, pour tout entier n strictement positif, on a : 
n 

v A E R", cp,(A) = 1 (- l ) k ~ , . k ( A )  X"-'. 
k = O  

11.2. Montrer que, pour tout entier n strictement positif, l'application cp, est continue de R" dans l'espace 
vectoriel normé Iw, [XI . 

11.3. Soient n un entier strictement positif, A = ( A , ,  ..., A,,) un Clément de [w" avec A, non nul pour tout entier k 
n 

compris entre I et n et P = cp, (A) avec P (x) = 1 ak X k  (a, = 1) 

11.3.1. Montrer que a, est différent de O. 

k = O  

On désigne par Q le polynôme de degré n à coeficients réels déjni pour x réel non nul par : 

X H  Q (x) =x"P (i). 
11.3.2. En écrivant 

n 

Q ( X ) = E  bkXk 
k = O  

exprimer les coefficients b, (O < k 6 n) en fonction de coefficients a, (O S j S n). 

1 

a0 
11.3.3. Déterminer 8 appartenant à 08" tel que - Q = cpn (8). 



11.3.4. Montrer que : 

11.4. Soient n un entier supérieur ou égal à 2, A = (A,, ..., A,) un Clément de R" et P = (P, (A). 

1 
n 

11.4.1. Montrer qu'il existe p' appartenant à R"-l tel que - P' = (P,- , (p') . 
11.4.2. Montrer que : 

n 
n - k  

V k E  ( 0 , 1 ,  ..., n - l ) ,  U , , ~ ( A ) = -  O n - 1 . k  (p'). 

11.5. Soient n un entier supérieur ou égal à 2 et A = (A, ,  ..., A,) un Clément de [w". 

11.5.1. Montrer que : 

Préciser dans quel cas l'égalité est réalisée. 

11.5.2. Montrer que : 

(n - 1) (Ofl, I (A))2 - 2n Ofl.2 (A) 3 0 

Préciser dans quel cas I'égalité est réalisée. 

11.6. Soient n un entier supérieur ou égal à 2 et A = (A, ,  ..., A,,) un Clément de R" . Montrer que : 

Préciser dans quel cas l'égalité est réalisée. (On distinguera le cas où l'un des A; est nul du cas où tous 
les A; sont non nuls et dans ce dernier cas on peut utiliser (5) et (6)). 

11.7. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal à 2 et tout A = ( A, , ..., A,) appartenant à Iw" on a : 
n - k + l  k + l  

n - k  k 
V k E ( 1 ,  2, ..., I I  - 1 } , (U,,k (A))2 - un.&- 1 (A) un.k+ I (A) 

en précisant dans quel cas I'égalité est réalisée (on peut procéder par récurrence sur n 3 2 en utilisant le 
résultat de la question 11.4.2. et l'inégalité (7)). 

III. UN RÉSULTAT DE CONTINUITÉ DES RACINES D'UN POLYN~ME 
COMME FONCTIONS DES COEFFICIENTS 

Pour cette partie, n est un entier strictement positif et P désigne un polynôme de R, [XI ayant n racines 
réelles distinctes : 

A, > A, > ... > A,, 

III. 1 .  Montrer qu'il existe un réel r > 0 tel que les intervalles 1, = [Ak - r, A, + r] ( 1  6 k 6 n) soient deux à 
deux disjoints. 
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111.2. Montrer que, pour tout entier k compris entre 1 et n, on peut trouver des réels a, et b, appartenant à 1, 
tels que : 

( b k )  < . 

111.3. On note : 

111.3.1. Montrer qu’il existe un réel P strictement positif tel que : 

b. Montrer que le polynôme Q a n racines réelles distinctes. 

On a donc montré le résultat suivant : 

Si P est un polynôme de R, [XI  ayant n racines réelles distinctes, alors il existe un réel E strictement positif 
n 

tel que tout polynôme Q ( X )  = 1 b, X k  appartenant à IR, [XI  et vérijïant 1 b, - a, 1 < E pour tout k compris 
k = O  

entre O et n, admet n racines réelles distinctes. (R 1) 

IV. INÉGALITÉS DE NEWTON 

1V.I. 

IV.2. 

Pour cette partie on suppose l’entier n supérieur ou égal à 2. 
II 

Soit P ( x )  = 1 ak X k  un polynôme de Un (a,  = 1 )  admettant n racines réelles A , ,  A,, ..., h,. En 

utilisant (8), montrer que nécessairement : 
k = O  

n - k + l  k + l  
n - k  k 

V k E ( 1 , 2  ,..., n - l } ,  a,- ak-l 

(inégalités de Newton). Préciser dans quel cas I’égalité est réalisée. 

Étude d’un exemple. Soient a un réel et P le polynôme : 

P ( X ) = X s + 5 a X ’ + a 2 X +  1 .  

IV.2.1. Montrer que si P a 5 racines réelles alors a est strictement négatif. 

IV.2.2. On suppose que a est strictement négatif. 
a .  Montrer que les inégalités (R 2) sont vérifiées. 

I 
011 pose a = - - avec b strictement positif et : 

b2 

R ( X )  = X s  - 5X’  + X + bs, 
s ( X )  = xs - 5 x3 + x. 



h. Montrer que P a 5 racines réelles si et seulement si R a 5 racines réelles. 
c. Montrer que le polynôme dérivé S’ a 4 racines réelles - a, c - a, c a, c a, et que 

d. En étudiant les variations sur IR de la fonction x H S ( x )  montrer que P a 5 racines réelles 

s (a,) < s (- a,). 

1 
distinctes si et seulement si a c - 

On admet le résultat suivant : 

Si P (X) = 1 a, X‘ est un polynôme de Un admettant n racines réelle strictement négatives, 

1 ’une d’elles étant de multiplicité supérieure ou égale ù 2, alors : 

(S (cLL))+ . 

I l  

k = O  

3 k E { 1, 2, ..., n - 1 )  ; a;-4ak-, a,,, O .  

IV.3. Dans cette question on se propose de montrer; pour tout entier n supérieur ou égal à 2, la propriété 

(P,,) suivante : si f iX)  = 2 a, Xk est un polynôme de Un (a,, = 1 )  vérifiant les conditions : 
k = O  

V k E  ( O ,  1 ,..., n ) ,  a,>0, (H1) 

V k E  (1 ,2  ,..., n - 1 ) ,  a : - 4 a k - , a k + , > 0 ,  (H2) 

alors toutes les racines de P sont simples et réelles. 

IV.3.1. Montrer que si le polynôme P appartenant à U,, vérifie (H2) alors i l  vérifie (R2). 

IV.3.2. Montrer la propriété (Y2). 

Soit n un entier supérieur ou égal ù 3. On suppose que (Yn-J est vraie et on considère un 

polynôme P (X) = ak Xk appartenant ù Un vér$ant les conditions (Hl)  et (H2) ; on note 

alors Q = P - a, ,. 

n 

k = O  

IV.3.3 Montrer que le polynôme Q admet n racines réelles simples, la plus grande étant O. 

Pour tout réel t positif ou nul on pose : 

Q, (X) = Q (X) + 1 ,  

on désigne par N ,  E N le nombre de racines réelles distinctes de Q I  et on note 
S = { t > O I N , < n } .  

IV.3.4. Calculer No .. 

IV.3.5. Montrer que S est non vide puis que S admet une borne inférieure a O. 

IV.3.6. En utilisant le résultat (RI) de la partie III, montrer que a > O. 

IV.3.7. En utilisant le résultat (RI)  de la partie III, montrer que Na < n. 

IV.3.8.a. Montrer qu’il existe un réel M strictement positif tel que pour tout t dans [O, a[ les n racines 

une suite de re‘els appartenant à [O,  a[ qui converge vers a .  Pour tout entier 
réelles de Q,  sont dans [- M, O]. 

Soit (t/,)/, 
naturel p on note : 

les n racines rkelles de Q,,, et on pose 6,, = (6 ,.,,, ..., 6,,,,,) E [w” 

h,, ’ ..’ ’ 6, Il 
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b. Montrer qu'on peut extraire de la suite (S,,),, une sous-suite convergente. On note 
(600,,)I,E 
On note : 

une telle sous-suite et 6 = (6 , ,  ..., 6,) sa limite dans IR". 

n 

R ( X ) =  n ( X - 6 , ) .  
k =  1 

c. Montrer que dans Iw, [XI  on a : 

lim Q (,,) = R .  
Il-++" 

d. Montrer que R = Q,. 
e. Montrer que Q, a toutes ses racines réelles strictement négatives, l'une d'elles étant de 

f. En utilisant le résultat (R3), montrer que nécessairement a est strictement supérieur à a, 
multiplicité supérieure ou égale à 2. 

et conclure. 

IV.4. En considérant le polynôme P ( X )  = X3 - 5X2 + 6X + 1 ,  montrer que la propriété (9,) n'est plus valable 
si on a l'hypothèse (H2) sans l'hypothèse (Hl) .  

IV.5. Dans cette question on se propose de montrer que le coefficient 4 de (H2) ne peut pas être diminué, c'est- 
à-dire que pour tout réel' y strictement inférieur à 4 il existe un polynôme P appartenant à Un à 
coefficients strictement positifs vérifiant : 

V ~ E  (1 ,2  ,..., n - l } ,  a2,-ya,- ,ak+,>0 

et admettant des racines complexes non réelles. 

IV.5.1. Montrer le résultat pour n = 2. 

Soit n un entier supérieur ou égal à 3. On se donne un réel y strictement inférieur à 4 et on 

suppose qu'on a trouvé unpolynhe B (X) = 1 bk Xk  appartenantù U,- ,, vérifiant (H1) et (H3) 

et admettant des racines complexes non réelles. On pose alors pour tout réel t strictement positif: 

n -  1 

k = O  

P, ( X )  = ( tX + 1) B (X) . 
ni 

Pour tout entier m supérieur ou égal ù 2 et pour tout polynôme A ( X I  = 1 ak xk à coefjcients 

réels tous non nuls, on note : 
k = Q  

v k E { 1 , 2 ,  ..., m - l } ,  0 ( A , k ) =  
a,- I a&+ I 

IV.5.2. Montrer que : 
a. pour tout entier k compris entre 2 et n - 1 on a : 

lim 0(P, ,k)  = 8 ( B , k -  t ) ;  
r + + =  

h. lim 8 (Pr, 1 )  = + W .  
,++= 

IV.5.3. En déduire qu'on peut trouver un réel t strictement positif tel que 8 (P,, k) > y pour tout 
entier k compris entre 1 et n - 1 puis conclure. 


