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CORRIGE

1 1IPréliminaires

LA - Q1. On obtient facilement :

k|lo|1/2|3|4|5|/6|7|8|9|10|11| 12 | 13 | 14 | 15
Fo|O0|1|1|2|3|5|8|13|21 |34 5589|144 233|377 | 610

I.A - Q2. On souhaite montrer que la suite (F;) >, est strictement croissante, soit
Fyt+2 — Fp+1 > 0pour n=1: on doit donc montrer que F;,, >0 pour n = 1.
Montrons par récurrence la propriété :

Vn=1F,>0etFy >0

Initialisation :

Pour n =1, la propriété s’écrit F; > 0 et F» > 0 ce qui est vrai puisque F; =1 et F, = 1.
Hérédité :

Soit n =2 : on suppose que F,, >0et Fj,11 >0

On adonc Fy42 = Fpy1 + F;, >0donc Fy42 >0 et Fyyq >0 etla propriété est héréditaire.
Conclusion :

D’apres le principe de récurrence, on a F,, > 0 pour tout n = 1 et donc

la suite (Fy) %, est strictement croissante.

I.A - Q3. La suite (Fy) e €st une suite d’entiers strictement croissante a partir de n = 2 donc
elle n’est pas majorée : elle diverge vers +oo.

I.B - Q4. Le discriminant de cette équation du second degré est égal a 5 donc cette équation

+v5 1-v5

=petx,=
@ 2 >

admet deux solutions réelles x; =

1-v5 1+v5 1-5
X =
2 2 4

Or, xo x =

1
= —1donc x, = ——, ce qui prouve 'égalité souhaitée.
%

1 1
LB - Q5. ¢ et —— sont racines du polynéme x> — Sx+ P avec S=1donc ¢ — — =1.
4

1+v5 2 -2(1+Vv5) 2(1+v5)
2 1-v5 4 —4
V51 1lp 1
V+1l @ P ) )
est racine du polynéme x> — x— 1 donc ¢? = ¢ + 1 donc — = ——:
Y polyn p =9 2 o+l
) 1 1
Onabieny =—=—-
@ p+1
I.B - Q6. On raisonne par récurrence.
Initialisation :
Pour n =0, la propriété s’écrit Fy = 0 ce qui est vrai.

1 1
p+—= =+v5:onabiengp+—=1v5
9 4

1
Pour n =1, la propriété s’écrit F; = % (p+1/¢).

1
D’apres la question précédente, ¢ + — = v/5 donc la propriété s'écrit F; = 1, ce qui est vrai.
Hérédité :

Soit n>0: on suppose que F, = — (¢" — (-1)"¢ ") et Fy1 = — ("1 = (1) 1p~"71)

L
V5

Sl -
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1
Onadonc Fy.2=Fu41 + F, = E [@" + @™ — (=) (97" — 1))

n+1 n+2

Or, " + "1 = ™ (1 + ¢) = ™ x ¢? d’apres la question précédente donc " + ¢"*! = ¢
1
Deméme, ¢ " —p "= " (p-1) =" x a puisque, d’apres la question précédente,

1 1d 1 1
p——=1doncyp—-1=—
@ @

1
Onadonc ¢~ — ¢ "1 = "2 et finalement, Fp,.» = — (¢" — (-1)"¢~""2) et la propriété

V5
est héréditaire puisque (-1)"2 = (-1)"

Conclusion :

D’apreés le principe de récurrence, on a donc :

VneN,F, = "= (=D

1
7

2 Séries génératrices de Fibonacci

n

B

1
ILA-Q7.0na|p|>1donc|—|<1letdonc lim ¢ "=0,doncF, ~
(p n—+oo

Pﬁ+l y N .
= |x| ~ @|x| d’apres la question
Pﬁ +00

an+1

ILI.A - Q8. Soit x # 0, on pose a, = F,,x" alors e
n
précédente.

a . )
ntl) _ @lx| et donc d’apres le critere de d’Alembert,

Onadonc lim
n—+oo n

le rayon de convergence de cette série entiére est égal a —.
P

bn+1

bn

Pﬁ+1
= X
Fy

F 1
Soit x # 0, on pose b, = —Zx" alors |x| ~ 14 |x| d’apres la question
n! 1 +oon+1

précédente.
bn+l

Onadonc lim

. =0 et donc d’apres le critere de d’Alembert,
—+00

n
le rayon de convergence de cette série entiéere est égal a +oo.

ILI.B - Q9. Soit x € : la série entiere Z F,x" converge donc vers A(x), la série

¢ @ n=0
entiere Z Fpx" converge vers xA(x) et la série entiere Z Fpx"*? converge vers x2 A(x).
n=0 n=0
(1-x-x*)Ax) = Y Fpx" =Y Fpx"' =Y Fpx"=Y Fux"= Y Fpox" =) Fuox”
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1 n=2

Ces trois séries entiéres ayant le méme rayon de convergence, on a donc :
(1-x-x*) A(x) = Fo+ Fix— Fox+ )_ (Fn— Fy—1 — Fy—2) X" = x puisque Fp = 0 et en utilisant

n=2
la relation de récurrence définissant la suite (Fy) ,en- On a donc:

VneN,(l—x—xz)A(x)zx

1
IL.B - Q10. Soit x ¢ {—(p, 5} :
1 1 1 1 1 l+xlp-l+px 1 x(L/p+9)

- - X — = X = X
V5 l—@x 5 l+xlp 5 (1-@x)(1+x/¢) 5 1+x(l/p—¢)—
On utilise la question LA-Q5.: 1/¢p+¢ =+v5et1/¢p— ¢ =—1donc:

1 1 1 1 _  x

— X

V5 l—ox \/EX l1+x/¢ 1-x—x2
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1
IL.B - Q11. On sait que pour |u| < 1,ona 7 = Z u”.
—U =0

1
En posant u = ¢x, on a, pour |x| < —
¢

De méme, en posant u = —x/¢ on a, pour pour |[x| < ¢ :

+00
— D) "
1-x/¢ n;o( e

1 1
IL.B - Q12. Comme — < ¢, ces deux séries convergent pour |x| < —.
®

On a, pour ces valeurs de x :

1 1 1 1 pacol |

X - X — _((pn_(_l)n(p—n)xn
V6 l-¢x 5 1+xlgp ;5V5

1

1
En outre, on a, d’apres la question I1.B-Q10., — x

V5 1—opx

X
d’apres la question IL.B-Q9., A(x) = T 2 pour tout x de | ——, —
-X—X

1
Ainsi, les séries entieres A(x) et Y — (¢" — (-1)"¢~") x" coincident sur 'intervalle

n=0

donc leurs coefficients sont les mémes :

)

Y9
on retrouve bien le résultat de la question I.B-Q6.
+00 un
IL.B - Q13. On sait que Yu e R,e* = —
n=0 1
En posant u =¢x,ona:
+00 n
px n-_
e =) ¢ ‘
n=0

et:
n

/ +00 X
e—x ¢ _ -1 n_-n>_
n;o( ) pr

Ces deux séries ayant un rayon de convergence infini, on en déduit que :

X = e
l+x/p 1—-x—x?

+00 n_(_1\h,,—N
R il Gt

1
VxeR, — ePX _ =X\ =
\/5( ) n;O\/g

On reconnait |'expression de F,, et donc :

+00

VxR = (e?*—e %)=} F—’;‘x" =B(x)

\/5 n=0 n.

IL.B - Q14. D’apres le résultat de la question précédente, on a:

1
VxeR,B(x)e*¥ = — (e(1+<p)x _ e(l—l/(p)x)
V5

1 1
D’aprés LB - Q5., ¢ + 1 = ¢? etl—;zﬁdoncona:

]. +00 1 zn_ _1 2n. —2n
s - o) § L S
\/5 nzO\/g n!

L,
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+00 F.

IL.B - Q15.S0it x € R : les deux séries entieres B(x)e” et Z i'”x” ont un rayon de
n=0

convergence infini et sont de classe C* sur R.

10 By M i L
) _ —-n
D’une part, | ) o =) Fxux

k=0 ™ k=n
En calculant la valeur en 0 de cette dérivée, on trouve donc Fs;,.

D’autre part, en utilisant la formule de Leibniz de dérivation d'un produit, on a:

PROTER o LA s x
(B(x)e) _k;o(k)B (x)e

n
En calculant cette dérivée en 0, on trouve donc Z ( k) Fj et finalement :
k=0

VneN, Z(Z) = P,

3 Représentation intégrale de la suite de Fibonacci

III.A - Q16. Pour toute fonction g T—périodique et continue sur R, on a
T a+T

gx)dx = f g(x)dx.
Smt k € N* : 1a fonction f est m— périodique et continue sur R, de méme pour la fonction
x — sin(2kx) donc en appliquant I'égalité ci-dessus avec a = — >

2 /2
by =— f(x)sin(2kx)dx
TJ-m/2

f est paire, et la fonction x — sin(2kx) est impaire donc le produit est une fonction impaire.
Ainsi, by est'intégrale d'une fonction impaire sur un intervalle centré en 0 donc by =0

III.A - Q17. Le raisonnement est identique a celui de la question précédente puisque f est
m—périodique, etona:
/2

1
ap=— (x)dx
0 T —n/Zf

III.A - Q18. On pose ¢ = tanx donc d¢ = (1 + tan? x)dx.

Deplus, lim tanx=-ooet lim tanx=+oo
x—-m/2* xX—m/2”

T
La fonction x — tan x est une bijection de classe C! de I'intervalle ] ~33 [ sur R.

- 5 1 1 r
Enfin,sin“x=1-cos*x=1-——=1- = .
1/cos? x l+tan?x 1+ 2
1 [to° 1 dt 1 [t dt
Onadonc ag=— 5 X 5 == —
T J-co 4t 1+¢ TJ-co 1+5¢

1+12
On fait un nouveau changement de variable : on pose u = v/5¢ qui est une bijection de

classe C1 sur R et du = v/5dt. En outre, les bornes sont inchangées et :

+00 du
[Arctanu] T = —— et finalement :

/‘ 1
W= o) o 1412 75 n\/_

apg =

Sl= o



Centrale-Supelec Mathématiques 1 - 2019 TSI

IILB - Q19. La fonction f est m—périodique, de classe C' par morceaux et continue sur R :
elle est donc égale a la somme de sa série de Fourier en tout réel x, soit, comme by = 0 pour
tout entier naturel non nul k :

+00
VxeR, f(x)=ag+ arcos(2kx) = —+— cos(2kx)
flo=a+ ) a V5 WZ‘”

IIL.B - Q20. La fonction f est m—périodique et continue par morceaux. On peut donc
appliquer le théoreme de Parseval (avec b, = 0 pour n > 0) :

1 ™ 1 *oo 1 17 1 2 1 *©9 2k
— f(x)zdx:a(z)+§Za,2€, soit—f (—) dx=-+ v
0 k=1 0

T 1+4sin®x 5 /= 5
m 1 2 T 2m te®
Onadonc[ (—) :—+—
0o \1+4sin®x ZU/

On reconnait une série géometrlque de premler terme 2 et de raison ¥ :
4 1 2 n 2m
f (— 5 ) dx=—-—+— hd 5
0 \1+4sin“x 5 51-vy
2
3 1
v —\/_ — — donc finalement :

1-y2 10 2
f”( 1 )2 371v5
—_2 dx=
o0 \1+4sin“x 25

4 Temps d’attente de (Pile, Pile) dans un jeu de pile ou face
infini

IVA-Q2L.P(Y =1 =P[(X; =DN (X2 =1)] =P(X; =1) xP(X, = 1) puisque les variables

aléatoires Xj et X, sont mutuellement indépendantes. Finalement, on a
1 1 1

P(Y=1)=-x-=-.
2 2 4

P(Y=2)=P[(X;=0NX=1)N(X3=1D]=P(X; =0) xP (X, =1) xP (X3 =1) puisque les

variables aléatoires X, sont mutuellement indépendantes. Finalement, ona P(Y =2) = -

PY=3)=P[(X2=0NX3=1DN(Xy=1)]=P (X2 =0) xP (X3 =1) x P (X4 =1) puisque les
variables aléatoires X; sont mutuellement indépendantes. Finalement, on aP(Y =3) = e
Une condition nécessaire alI’évenement (Y = 4) est (X3 =0). Onadonc (Y =4) =
(X1=DNX2=0NX3=0N(Xa=DN (X5 =DIUIX1 =00N(X2=1DN(X3=00N(Xa =D N (X5 =1)]
UIX1=0NX2=0NX3=0N(Xy =N (X5 =1)]

Ces trois évenements sont incompatibles et les X;, étant mutuellement indépendantes, on a

finalement P(Y =4) = —.

32
IV.A - Q22. Soit n e N:
Y = n+ 2 signifie que la premiere apparition de "Pile,Pile" est pour le couple (Xj,+2, Xj+3).
Ainsi, Y = n + 2 signifie qu'on a pas eu d’apparition de "Pile,Pile" jusqu’au n—iéme tirage,
que le n+1—-iéme est un "Face", et que les tirages n + 2 et n + 3 sont des "Pile".
OnadoncY=n+2=C,N(X;+1 = 0N X142 = DN (X,43 = 1) et, comme les X, sont
mutuellement indépendantes, on a C,, X;,+1, X542 €t X;43 sont mutuellement
indépendantes, et :

1
PY =n+2)=P(Cp) xP(Xp41 =0) xP(Xps2=1) xP(Xp43 = 1)=§P(Cn)
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IV.A - Q23. Soit n =2 : Comme n = 2, I'événement (X; = 1) (X2 = 1) C, est vide puisque
dans ce cas (X1, X, ..., X;;) comporterait deux "1" consécutifs aux places 1 et 2.

Or, (X3 =DNCr=[(X1=DNCINIX2=00UX2=1] =

(X1 =DNCIN (X2 =0)UI(X1 =1)NCrIN (X2 = 1) et, finalement,

X =DCh=X1=D[X2=1[)Cp

IVAA-Q24.S0itn=2:

Les évenements (X, = 0) et (X,, = 1) constituent une partition de 'univers Q. On a donc,
d’apres la formule des probabilités totales :

P(Cp) =P[C,N(Xn =0)]+P[C,N(Xp=1)]

La réalisation de I'événement C, (1 (X,, = 0) signifie que I’on n’obtient pas deux "1"
consécutifs jusqu’au n—iéme lancer, et que le n—ieme est un "0", donc il est égal a
Cn-1N (X, =0). En outre, le résultat du n—ieme lancer est indépendant de tous les

1
précédents donc P [C,,—1 (X, =0)] =P (Cy—1) xP (X, =0) = EP (Cn-1)
La réalisation de I'événement C, (1 (X, = 1) signifie que I'on n’obtient pas deux "1"
consécutifs jusqu’au n—ieme lancer, et que le n—iéme est un "1", donc signifie que X,,-; =0
et la réalisation de C,,—», etil est égal a C,,_» (N (X, = 1) (X,,—1 = 0). En outre, le résultat du
n—ieme lancer et du n — 1-iéme lancer sont indépendant de tous les précédents donc

1
PlCh—2NXy=DNXp-1=0)]=P(Cp-2) xP (X, =1) xP(X;-1=0) = ZP(Cn_Z)'
On a donc bien le résultat attendu :

1 1
P(Cpn) = EP(Cn—l) + ZP(C"_Z)

IVA - Q25. Soit n =2 :
En utilisant les questions IV.B-22 et IV.B-24, on a donc:

1 1
[FD(Y:n+2):§P(Y:n+1)+ZIP(Y:n)

1 1
Pour n = 1, cette égalité s’écrit P(Y =3) = EIP(Y =2)+ ZP(Y = 1) ce qui est vrai d’apres la
question IV.A - Q21..
Cette égalité est donc vraie pour tout entier n» non nul.

IV.B - Q26. On raisonne par récurrence.
Initialisation : )
Pour n =1, la propriété s'écrit P (Y =1) = §F1 ce qui est vrai.

1
Pour n =2, la propriété s’écrit P (Y =2) = 2—3F2 ce qui est vrai.
Hérédité :

. 1 1
Soit n=1:onsupposequeP (Y =n) = WF” etP(Y=n+1)= WF"H

1 1
D’apres la question précédenteonaP(Y = n+2) = EIP(Y =n+1)+ ZP(Y =n) donc:

1 1 1 1
P(Y=n+2)= 5% = 1+ rke WFn = oumi3 (Fp+1+ Fp) = WF;HZ-
La propriété est donc héréditaire.

Conclusion :
D’apres le principe de récurrence, on a donc :

1
VneN*,P(Y=n=——F

on+1 n
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IV.B - Q27.
+00 oo
Ona Q= J (Y = n) et comme cette union est disjointe, P (Q) = Y  P(Y = n).
=0 =0
: +00 +00 1 "
OnadoncP(Y =0) + ZIP(Y: n)=1soitP(Y =0)=1- ZIW n
n= n=
14 1 141
DoncP(Y=0)=1--) —F,=1--) —F,carF,=0.
(Y =0) 2’;2" n 2,;02" n car Fo

1 1/2

1
Finalement, P(Y =0)=1- EA( ) =1-—- d’apreés la question IL.B - Q9., soit :

1
2 2 1-1/2-1/4
P(Y=0)=0
IV.B - Q28.

D’apres la question précédente,
la probabilité de ne jamais obtenir deux "Pile" consécutifs est nulle.

IV.B - Q29. On doit étudier 'absolue convergence (donc la convergence puisque Y (2) =N)
n
Fn.

on+l
D’apres la question IL.A - Q8., 1a série entiere de terme général F, x" a pour rayon de

de la série de terme général nPP(Y = n) =

1 +00
convergence R = 5 etpourtout xde]—R,R[,ona A(x) = Z F,x".
n=0

On sait que cette série entiere est dérivable a I'intérieur de son intervalle de convergence et
que:

+00
Vxel-RRLA ()= nF,x"!
n=1

. x 1ok _1 1+ x?
On a donc, d’apres la question IL.B - Q9. : (—2) = Z nF,x" "= ———et
l-x-x n=1 (1-x-x?)
+00 x2 +x4
Z nan}'H—l — —2
n=1 (1-x-x?)
1
Comme > €]-R,R[,on aenfin:
*on o 1/2%+0/2)0

)3

m2mt T —12-i22)?

Ainsi, Y admet une espérance égale a 5 et on peut en déduire qu’en moyenne il faudra
procéder a 6 lancers consécutifs de la piece pour obtenir deux "Pile" consécutifs.

5 Décomposition d'un entier

VA - Q30.

100=1+2+8+89 et 100=3+8+34+55 ne sont pas des F-décompositions de 100, puisque
comportant deux termes consécutifs (1,2 et 34,55) de la suite de Fibonacci.

En revanche, 100=3+8+89 est une F-décomposition de 100.

V.A - Q31.

ATlaide de la question I.A - Q1., on obtient facilement 32=21+11=21+8+3 et
272=233+39=233+4+5.

Une F-décomposition de 32 (resp. 272) est 3+8+21 (resp. 5+34+233)
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V.B - Q32. Comme le suggere I’énoncé, on raisonne par récurrence sur r :

Initialisation :

Pour r = 1, la propriété s’écrit "Tout entier n qui admet une F-décomposition de la forme
n = F, vérifie F, < n < F,;1" ce qui est vrai puisque la suite (F,) est strictement croissante
d’apres la question LA - Q2.

Hérédité :

Soit r = 1 : on suppose que tout entier n qui admet une F-décomposition de la forme
n=Fy, + Fy, +...+ Fy, vérifie Fi, < n < Fy, 4.

Soit n un entier qui admet une F-décomposition de la forme n = Fy, + F, +... + F .
Comme Fy,, F,,....Fi, sont tous positifs ounulson a Fy ,, < n.

Lentier Fy, + Fy, + ...+ F;, admet une F-décomposition comportant r termes donc il est
strictement inférieur a Fj ;.

Comme on a affaire a une F-décomposition de n, on sait que F, et Fy ,, ne sont pas
consécutifs, et donc Fy, 1 < Fg,, 1.

Onadoncn<Fy, 1+ Fk,,, = F,,,+1 < F,,, puisque la suite (F,) est strictement
croissante.

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion :

D’apres le principe de récurrence, on a donc :

Tout entier n qui admet une F-décomposition de la forme n = Fy, + Fy, +... + Fy, vérifie Fy, <n<Fy

V.B - Q33. On raisonne par 'absurde.

Supposons qu'’il existe un entier n qui admette deux F-décompositions distinctes
n=Fg+..+F,etn=F, +..+F,.

En les prenant "a’envers" (dans le sens décroissant), il existe un rang a partir duquel ces
deux décompositions different donc. Par exemple, on peut avoir Fy, = F,, et Fy, |, # Fp_,.
Si on réécrit les deux décompositions en notant p leur partie commune (éventuellement
p=0),onadonc:n="Fj +..+Fo+petn=Fy, +..+F,o+p,avec Fi o # Fno.
L'entier n — p admet une F-décomposition du type F, + ... + Fj,o donc d’apres la question
V.A-Q32.,0naFy,o<n-p<Fgos etdeméme, F, o< n—p < Fy,041 Ce qui est absurde
puisque F o # Fy 0.

Ainsi, si un entier n admet une F-décomposition alors elle est unique.

V.B - Q34. 0 admet bien évidemment une F-décomposition. Soit # un entier supérieur ou
égal a 1. La suite de Fibonacci étant strictement croissante a partir de F>, il existe un plus
petit entier k tel que I'on ait n < Fj. : I'idée est donc de démontrer par récurrence sur k que
tout entier n vérifiant cette inégalité admet une F-décomposition, qui sera unique d’apres
la question précédente.

Initialisation :

Pour k =1, la propriété s’écrit "Tout entier n inférieur ou égal a F; admet une
F-décomposition. Or, F; =1 et 1 est une F-décomposition de lui-méme donc la propriété
est vraie.

Hérédité :

Soit k =1 : on suppose que tout entier n inférieur ou égal a F; admet une F-décomposition.
Soit n un entier inférieur ou égal a Fj.;. Si n < Fy alors n admet une F-décomposition par
hypothese de récurrence.

Supposons maintenant que Fy < n < Fi41, on a alors 0 < n — Fy < Fi41 — Fy soit
O<n—-Fp<Fr_;.

Par hypothese de récurrence, n — F;. admet une F-décomposition : n = Fy, +...+ Fy,.
D’apres la question V.A - Q32., on a F;, < Fy puisque n — Fy < Fy._;.

Ainsi, n = F;, +...+ F + Fi qui est une F-décomposition de n a la condition que ry < k—1.
Supposons que rs = k — 1 alors les deux derniers termes de cette "F-décomposition" de n
sont Fj_j + Fj. = Fi.4+1 donc tous les autres F; sont nuls (on a n < Fy.,1) et alors une
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F-décomposition de n est n = Fy,;.
La propriété est donc héréditaire.

Conclusion:

D’apres le principe de récurrence, on a donc:
Tout entier n admet une F-décomposition, qui est donc unique.

V.C - Q35.

def
V.C - Q36.

def
V.C - Q37.

def

V.D - Q38. Le calcul est évident!

fibonacci(p):
liste=[©,1]
if p==8:
liste=[&]
elze :
for i in range(p-1):
Fk=liste[i]+liste[i+l]
liste.append(Fk)
return liste

recherche(n):
liste=[&,1]
if n==8 or n==1:
return n
else:
i=1
while liste[i]<=n:
Fk=liste[i-1]4+1iste]i]
liste.append(Fk)
i=i+1
return liste[i-1]

Fdecomposition(n}):

liste=[]

while n>@:
liste.append(recherche(n))
n=n-recherchein)

liste.reverse()

returnfliste])
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V.D - Q39.

V.D - Q40.

- L] * * L] * *

0k ¢ B 0 % & 0k & ¥+ 0 0+ F 0+ = & ¥ * = ¥

def codage(n):

liste fibo=[©,1]
plus grand Fk=recherche(n)
Fk=8
i=1
while Fk<plus grand Fk:
Fk=1liste fibo[i-1]+liste fibo[i]
liste fibo.append(Fk)
i=i+l
del liste fibo[®]
del liste fibo[1]
nombre de termes=len(liste fibo)
liste decompo=[]
for 1 in range(nombre_de termes+1):
liste decompo.append(2)
Fdecompo=Fdecomposition(n)
for 1 in range(nombre de termes):
if liste fibo[i] in Fdecompo :
liste decompo[i]=1
liste decompofnombre_de termes]=1
return liste decompo

def decodage(liste decompo):

liste fibo=fibonacci(len(liste decompo))

del liste fibo[®]

del liste fibo[1]

n=a

for 1 in rangeflen(liste decompo)-1]}:
n=n+liste fibo[i]*liste decompo[i]

return n
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