CORRIGE : MATH 1 ; MP ; Centrale 2013

| - Les équations de Cauchy-Riemann

Soient f et g dans C!(R?,R) vérifiant les équations de Cauchy-Riemann :
o4 _xn . d__a

oX oy ! oy OX
V(r,0) e R* xR ; T(r,0) = f(rcos(d),rsin(9)) et g(r,0) = g(rcos(9),rsin(0)).

AW 1) (r 0) = a - (reos(o), rsin(@)) .2 + 6—f(rcos(9) rsin(@)) .=

g: (r,0) = cos(9)<-(rcos(0), rsin()) +sm(0)a—‘(rcos(9) rsin(9))

%(r 0) = a—f(rcos(e) rsin(g)) . & + —(rcos(@) rsin(@)) .=

Z—Z(r,e) —rsm(@) (rcos(@) rsm(@))+rcos(9) (rcos(@) rsin(0))

I.A.2) D’apreés les equations de Cauchy-Riemann, et les formules de la question précedente :
Z—f(r,@) = cos(e)g—g(rcos(e),rsin(e)) —sin(@)%(rcos(@),rsin(G)) = % = (1,0).

%(r,@) —cos(@)a—f(rcos(e) r5|n(9))+5|n(9) (rcos(Q) rsin(9)) = -1 Z:) (r,0).

I.B - Pour a € R, soit ¢, la fonction de R* dans R définie par: Vt > 0 ; @,(t) = t%

Pour tout n € Z, ¢, est I'espace des fonctions f de C?(R*,C) telles que :
vte R* : t2f"(t) + tf'(t) — n2f(t) = 0.

[.B.1) Soitn € Z*, a unréel, ett € R=.
20 (t) + toa(t) — N2, (t) = a(a — Lt* + at® — n2t* = (a2 — n2)te.
g € €n Sl et seulement sia = £n|.

I.B.2) a) Recherche de g,. Soit f e C*(R*, C).
f € g0 Si et seulement si vVt e R ; t2f"(t) + tf'(t) = O si et seulement si
Vte Ry ; f'(t)=-1f'(t)sietseulementsidAieR ; VteR: ; f'(t)=4

g0 ={fe C?(R*,C) tq IA,ueR ; VteR: ; f(t)=AInt)+pu}|

b) Recherche de ¢, ; n € 7*.
on et ¢_p sont deux solutions sur R¥, linéairement indépendantes de I'équation différentielle :
t2y " +ty' —n?% = 0.

en est un C espace vectoriel de dimension 2, alors | &, = vect(@n, ¢_n) |.

I.C - Pour n € Z, soient ¢yt et Cng les fonctions de R* dans C définies par :
Cos (1) = 2 * F(r,0)edo

vr e R ; I _ .
Cng (1) = %J:ﬂ g(r,0)e"do

1.C.1) L'application [ (r,0) — T(r,0)e ™ | est de classe C* sur R} x R, alors I'expression
Cnt (r) = % j:r T(r,0)e-dg définit une application de classe C! sur R* avec :



vr>0; ) =4&[ Z(Froe™)do= L[ < & (r,0)eMdo
Vr> 05 ()N = 2 [ - (r0)e '”"d@ ( d'aprés la quest|on .A.2))
Vr > 0 (Cng) (1) = 52 [9(r,0)e )"+ -1 j g(r,0)e""dg = inc, . (r).

N.B : On n’a pas besoin de vérifier I'hnypothése de domination, car il s’agit d’'une intégration
sur un segment de R.

I.C.2) On refait un travail analogue a celui de la question précédente pour montrer que c, 4 est
de classe C! sur R* et Vr > 0; (Cng)'(r) = —41cy¢ (). Par conséquent :

VI > 05 (Cn) (1) = —Cng () + - (Cag) (1) = =F+(Cnn) (1) + LG (7).

Dol : Vr>0; r2(cns)"(r)+rcn) (r) —n2cqs (r) = 0.

Montrons que cn¢ est bornée au voisinage de 0.

f e C1(R?,R), donc en particulier continue sur la boule unité fermée de R? qui est compacte,

donc bornée sur cette boule B.

IM > 0; Vx € B ; [f(x)] < M, donc Vr €]0,1] ; VO e R ; |T(r,0)| <M.

Dot vr €]0,1] ; |cas (D] = |2A j;7(r,9)e“”9d9| <t f;|?(r,9)e“”9|d9 <M.
Cnt €st donc bornée au voisinage de 0.

a) Selon 1.B.2), Il existe des réels ap,bo tels que : Vr > 0; cos (r) = ao + boIn(r).
Puisque cor est bornée au voisinage de 0 alors by = 0.

b) Selon I.B.2) Pout n € Z*, il existe des réels an, b, tels que : Vr > 0; cns (1) = apr™ + byr i,
Encore puisque cnt est bornée au voisinage de 0 alors b, = 0.

[.C.3) On fixe r > 0, 'application [9 — ?(r,@)] est 2z-périodique de classe C! sur R, donc
somme de sa série de Fourier sur R.
Dot V(r,0) € R* xR ; T(r,0) = Z Cnt (r)en? —Z anprinlein? = |ImZ aprilegin?,

—>OO
N=—o0 N=—c0 P

[.D - Dans cette questlon on suppose que les fonct|ons — et — sont bornées sur R?.
[.D.1) D’aprés L.A. 1) (r 0) = cos(@)if(rcos((?) rsin(e)) +5|n(0)—(rcos(0) rsin(0))
W(r,é)‘ < ‘i E(rcos(@),rsm(@))|.

2—‘;(r,0) ‘ est bornée sur R x R.

alors

alors

D’aprés ce qui précede, Vr > 0; |(car) ()| =

I S woeao] < 4]

_r or

of
T (r,0) ‘d@.

D'oll (cns)" est bornée sur R*.

1.D.2) D'aprés I.C.2), Vn € Z, tel que : |n| > 2; ¥Vr > 0; (cns) (r) = |njanri"L.

et puisque (cns)' est bornée sur R*, alors a, = 0.

On déduit d’aprés 1.C.3), V(r,0) € R* xR ; f(r,0) = a_ire7? + ag + arre'.

D’aprés [.A.1) ﬂ(r 0) = cos(@)?—f(rcos((?), rsin(e)) +sin(0)a—f(rcos(0),rsin(@))
(r 0) = a1 +ael? = (a_; +a1)cos(d) +i(ay —a_1)sin(d)

Les fonctions cos et sin sont linéairement indépendantes, alors
V(r,0) e R¥ xR ; ﬂ(rcos((?) rsin(@)) = (a1 +ai) et %(rcos(@),rsin(e)) =i(ay —a-1).

D’ou les fOﬂCtIOﬂS - et - SOﬂt constantes.



Il - Quelques solutions de (1)

) 4 : . . o 0%
On rappelle I'équation : (1) V(x,y) € Q ; —(X,y) x W(x,y) - (axay (%, y))

ox?

Q désigne un ouvert de R? et f une fonction inconnue de C?(Q,R).

Si | est un intervalle de R, on dit que u € C*(I,R) vérifie (11.1) sur | si et seulement si :
Vtel ; u®ut)+2t'(t) =-

Il.LA) Soit (a,b,c,d,e,f) € R® et € P, définie par :
Y(x,y) € RZ : o(x,y) = ax? + bxy + cy? +dx+ey+f
62 2
VoY) € R2 5 SE00y) x 22 0y) - (S5, )" = dac bz
o vérifie (1) si et seulement si 4ac — b? = 1.

I1.B) Posons : h(t,x) = 1*" . h est de classe C! sur I'ouvert (R*)?.

Si (to,ug) € (R*)?, alors d apres le théoreme de Cauchy Lipschitz, il existe une et une seule
solution maximale (I,u) de I'équation : X' = h(t,x), tel que | est un intervalle ouvert de R inclus
dans R* contenant tq et tel que u(ty) = up. On a alors u € C(l,R) solution de (I1.1).

[1.C) Soit J un intervalle ouvert non vide de R.

Supposons qu’il existe une solution polynémiale u de (11.1) sur J.

par passage au degré dans I'équation (11.1), deg(u) = 0 et u est constant et u> = 1.

Il n’existe donc pas de solution polynémiale de (l11.1) sur un intervalle ouvert non vide de R.

I1.D) Soient J un intervalle ouvert non vide de R. Q(J) = {(x,y) e R? tq xy € J }.
w € C%(J,R) et W la fonction définie par : V(x,y) € Q@) ; W(X,y) = w(xy).

I1.D.1) Vx € J; (1,x) € Q(J), alors Q(J ) est une partie non vide de R2.
QJ) = ®*(J) avec @ la forme bilinéaire sur R définie par : V(x,y) € R? ; ®(x,y) = Xy.
® est continue et J un ouvert de R, alors Q(J ) est un ouvert de R?,

[1.D.2) W est la composée de deux fonctions de classe C?, alors W € C2(Q(J),R)
V(x,y> e Q(J) 2 (y) x 20 (xy) - (L (x,y))" = XYW ()7 ~ (W (xy) + Xy’ (xy))?

20 (x,y) x - (g <x y)) = W/ (xy)(W'(xy) + 2xyw" (xy)).
Si W vérifie (1) sur Q(J), alors en remplagant y par 1 et x quelconque dans J, on trouve que w
vérifie (I11.1) sur J, et la reciproque est évidente ( en posant t = xy).

[1.D.3) Si w est affine, c’est évident que W est la restriction a Q(J) d’'une fonction de Ps.

Reciproquement, supposons que W est la restriction a 2(J) d’'une fonction de Px.

Il existe (a,b,c,d,e,f) € Rételque: V(x,y) € R? ; W(X,y) = ax? + bxy + cy? + dx + ey + f

vx e J;w(x) = W(x,1) =ax?+(b+dx+c+e+f.

Par identification des fonctions polynémes W(x,1) = W(1,x),ona:a=cetd = e.

W(x,y) = a(x +y)?2 +d(x +y) + (b — 2a)xy +f.

Fixons t dans J. Pour tout réel s tel que : s? > 4t, il existe (x,y) € Q(J) tel que : { Xy _ts :
Xy =

W(x,y) = as? +ds + (b — 2a)t + f indépendant de s, donca = d = 0.

Vteld ; w() =W(,t) =bt+f.

D’ou w est une fonction affine.



II.LE) Soient Q@ un ouvert non vide de R?, f e C?(Q,R) vérifiant (1) sur Q, (a,b)e R?, Q,p I'image de
Q par la translation de vecteur (a,b) et f,p la fonction définie sur Qg par :
V(XY) € Qap 5 fap(xy) =f(x—a,y-b).

Tout provient du faite que : V(X,y) € Qap ; a;b,b x,y) = gTzz(x -a,y—-b) ;

2 2 2 2
TRy = Sr(x-ay-b))  FEKY) = S5 (x-ay-b).

[I.F) D’'aprés I1.B) il existe une solution maximale (I,u) de (11.1) tel que | est un intervalle ouvert
non vide de R, inclus dans R*.

Soit wo une primitive de u sur I, et posons : Vy € R ; Vt e | ; w,(t) = wo(t) + 7.

v(x,y) € Q) ; W,(x,y) = w,(xy) définit d'aprés 11.D.2) une solutions de (1) sur Q(l).

D’apres 11.C) u ne peut pas étre une fonction polynémiale sur I, donc w, ne peut pas étre une
fonction affine, alors d’aprés I1.D.3) aucun des W, n’est la restriction a Q(l) d'un élément de P».
Soient ty € I, alors (to,1) € Q(l), posons (a,b) = (Xo,Yo) — (to,1) et U 'ouvert de R?, image de Q(I)
par la translation de vecteur (a,b). U contient évidement (Xo, Yo).

Vy e R;V,(x,y) = W,(x—a,y—b) = wo((x—a)(y — b)) + v, définit une solution de (1) sur U.

La famille (V,),<r est une famille infinie de solutions de (1) sur U, et aucun des V, n’est

la restriction a U d’'un élément de Px.

[Il - Un critere de difféomorphisme

[1I.A) Définition :

Une application f: R? - R?, est dite un C*-difféomorphisme de R? sur R?, s’elle est bijective
de classe C! sur R? et f~! aussi de classe C! sur R2,

Théoréme :

Soit f : R? > R2 une application de classe C!, les assertions suivantes sont éguivalentes :
(i) f estun Cl-difféomorphisme de R? sur R?.

(i) f est bijective et Vp € R? ; df, € GL(R?).

Dans la suite de cette partie, on considére a € R* et F € C1(R?,R?).
On suppose que V(p,h) € RZxR2 ; < dFp(h),h >> a|h|?
On se propose dans cette partie de montrer que F est un C!-difffomorphisme de R? sur R?.

I11.B - Soient p,q € R2.
I11.B.1) Soit ¢ I'application définie sur [0,1] a valeurs dans R? par ¢(t) = F(tq + (1 - t)p).
¢ est de classe C! sur [0,1], alors ¢(1) — ¢(0) = jé o' (t)dt.

Cest a dire : F(q) - F(p) = |, dFiqua-0p(@ — P)dt = [} dFpuiqpy (@ — Pt

11B.2) < F(a) ~F(p).q - p > =< [ dFpuiqp(@ - P)t.g—p >
n

j; dFpiqp (@ —p)dt = lim & > dF,, « (0 - p) et le produit scalaire est une forme bilinéaire
n—o0 kel

continue sur R?, alors : < F(q) - F(p),q—p >=lim + > (dF . x4 »(@—p).q—p).
n—oo kel
< F(@ - F(p).q-p > = | (dFi-c0p(a — P),q = p)elt = [ llq - pl?dt = allg - pl2
I1I.C - Soient a € R? et G2 I'application de R2 dans R définie par : Vp € R? ; G3(p) = ||[F(p) —a| >

I11.C.1) Soient p,h € R2. G&(p+h) =< F(p+h)-a,F(p+h)—a >



G2(p+h) =< F(p) —a+dFy(h) + [[h]le(h),F(p) —a+ dF,(h) + ||h|le(h) > avec lim g(h) = 0.
h-0

GA(p+h) = GA(p) +2 < F(p) ~a,dF,(h) > +|h |2 < F(p) —a+dF (v, &) > +[[h][[. [l(h) 1) +[dFp(h)||?
Ga(p+h) =Ga(p) +2 < F(p) —a,dFp(h) > +o(|[h]). puisque [[dF,(h) (1% < [l|dF,|lI%]Ih ]2
||dF, ||| désigne la norme subordonée a la norme Euclidienne sur R? appliquée a dF,.
Ainsi | Vp,h € R? ; dG3(h) = 2 < F(p) —a,dFp(h) >

111.C.2) D’'aprés 111.B.2) ¥p,q € R? : < F(q) - F(p),q—p >> allq—pl?
En particulier pour p = 0, Vq € R2 ; < F(q) - F(0),q > > al|q]?
Soit encore : < F(),q > > allql?+< F(0),a> > allqll®>= [IFO)].llql

——
Cauchy Schwarz

vq e R\{(0,0) ; IF@I > 3% >allql - IFO)].

Cauchy Schwarz

Dou lim |F(Q)| = +x et par suite lim G?&(p) = +oo.

llqt[| >0 pll-+e

111.C.3) D’aprés la question précédente, il existe R > 0, tel que pour tout p € R?, G3(p) > G?(0)
dés que ||p|| > R.

G2 est continue sur la boule fermée compacte B(0,R) donc bornée et atteint ses bornes sur cette
boule. Si po est un point ot G2 atteint sa borne inf sur B(0,R) alors G2(0) > G2(po).

Po est donc un minimum globale de G2 sur R?,

I11.C.4) F est de classe C! sur R?, F est injective d’aprés 111.B.2) et d’aprés I'hypothése :
vp,h € R2 ; < dFy(h),h >> a|h||?, on déduit que Vp € R? ; ker(dF,) = {0}.

vp € R? ; dF, € GL(R?), alors d’aprés le théoréme d’inversion globale, F réalise un
C!-difféomorphisme de R? sur un ouvert V de R?.

Par I'absurde supposons que F(po) # a, Soit r > 0 tel que la boule B(F(po),r) < V.

Sur le segment liant F(po) & a, il y’a un point g de la boule B(F(po),r) tel que :

lg—all < [[F(po) —al, soit p € R? tel que : F(p) = q.

Ga(p) < G?¥(po) ce qui est absurde. Finalement G?(py) = a.

I11.D) On a vu a la question précédente que F réalise un C-difféomorphisme de R? sur un ouvert
V de R?. On a aussi montré a la question précédente que F est surjective.
D’ou F réalise un C!-diffomorphisme de R? sur R?.

IV - Le théoréme de Jorgens
Soit f e C2(R?,R) vérifiant (1) sur R2,
Pour (x,y) € R?, soient u(x,y) = x + %(X,Y) etv(x,y) =y+ %(x,y) et F(x,y) = (u(x,y),v(x,y)).

02f
ox?

On suppose dans les questions IV.A) et IV.B) que V(x,y) € R? ;

(x,y) > 0.

L(xy) 2xy) 1+ 2200 2 (XY)
IV.A - JacF(x,y) = Y M = o2 per
o 6Y) 5 (6Y) 2ay %Y) 1+ (xy)



XY 5 Y) r s |
JacF(x,y) — 12 = o o2 = ( notations de Mange ).
ey %Y) r(xy) st

C’est une matrice symétrique réelle de déterminant 1 > 0 telle que r > 0, elle alors

symétrique définie positive.

Alors : Vp,h € R? ; < dFp(h) —h,h >> 0 et par suite : Vp,h € R2 ; < dFy(h),h >> ||h||%. De plus
F € C1(R?,R?) alors d’aprés la partie précedente, F réalise un C!-difféomorphisme de R? sur R?.

IV.B - Dans la suite on notera :
VOGY) € RZ 5 r(Y) = S5 (0Y) SO6Y) = 5 (0Y) 5 ty) = S (y).
Onaalors: V(x,y) € R? ; r(x,y) >0 et r(x,y)t(x,y) —s(x,y)? = 1.

IV.B.1) D’aprés IV.A) F réalise un C!-difféomorphisme de R? sur R2.
GY) = (X= 26 Y),—Y + 2 (X,Y))

Hy) = Go F1(xy) = (p(x,Y), w(X,y))
Ona:G,H e C}R2%R?) et g,y € CH(R%R) etHoF = G.

Posons : V(x,y) € R? ;

PUX,Y),V(X,Y)) =X— 2-(X,Y)

D’ou I'existence de ¢,y € C}(R?,R) tels que : V(x,y) € R? ; 5 .
W(U(X,Y)vV(XvY)) =-y+ a_y(X,Y)

_r= 9% u %0 v _ O o 00
1 r_au 6x+8v6x_(l+r)6u+sav
IV.B.2) 99 ou 9 v ¢ 1 o
S= Sy tay =S tATYE
A=0+nN1+t)-s2=2+r+t>0.
1-r s
-s 1+t
op _ (A-n@++s® gy o9 _ tr
ou 241+t - 241+t To24r+t | ou T 24r+t
1+r 1-r
S )
S0 _ _ SA4n-sA-H  __—2s OS¢ _ _-2s
ov 241+t 2+r+t 2+4r+t ° ov 2+r+t

_ v v v oy ooy
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LA TR s A L A oy
-1+t= 7 vty =S + 1+
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-1+t 1+t
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ou 2+r+t 2+r+t T4+t | au T 24+t




1+r S

s -1+t
v (N8 ey o =
CY 2+r+t - 241+t T4t | av 244t |
op tr thr | o -2s 2Js| Jrt-1 24t
—/ | = < < —_ | = < = < <
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12 . Op _ Oy op oy
IVB4) 0,y < C (R ,[R) tels que : T Wetw =
et puisque ces dérivées partielles sont bornées sur R?, alors d’aprés 1.D.2)

% et 22 sont constantes.
ou ov

IV.B.5) Posons : o = ‘2—‘5 etp = ‘;—‘5, alors d'aprés IV.B.2) a = ﬁrﬁ etp = #ﬁt
a?(2+r+t)?2 = (t-r)?2et pPQ2+r+1)2 = 4s? = 4(rt - 1).

La somme de ces deux équations donne : (a? + B2)2+r+1)2 = (t+r)? -4
(@ +p2-1)t+nN2+4@®>+B)t+r) +4@®+p%>+1) =0.

On voit ceci comme une équation de second degré d’'inconnu (t +r).

—2(a2+p2)+2 . . 2(1+a?+%)
A =4et(t+r) = ﬁ et puisque (t+r) > 0alors: (t+7r) = ﬁ = 7.
t-r=a(2+ u a
{ t @+7) ett= % etr= # ets = —1 (2 +y) sont constantes.
+r=y

IV.C - Soit f € C2(R?,R) vérifiant (1). Remarquons que - f vérifie aussi (1).
2 52 2 2
VoY) € RZ 5 L0y x Shy) = (5 () +1>0
L'application [(x,y) — %(x,y)} est continue sur R? a valeurs réelles et ne s’annule pas, alors

garde un signe constant sur R?, alors d’aprés la remarque ci-dessus on peut supposer que :
V(xy) € R? ; ZL(xy) > 0.
On est alors dans les conditions de IV.A) et de IV.B).
r,s, et t sont constantes sur R2.
Posons : V(x,y) € R? ; A(X,y) = 2—;(x,y) —rx—syetB(xy) = %(x,y) —SX —ty.
A et B sont de classe C* sur R? et & = %A =8 -3 _09
0 y

Alors A et B sont constantes sur R2, Posons : A(x,y) = p et B(x,y) = 0.
v(x,y) € R? ; 2—;(x,y) =p+rx+syet %(x,y) =(q+sSx+ty
V(xy) € RZ 5 f(x,y) = px+ 14 +sxy+g(y) avec g'(y) = g +1y.
D’ou il existe une constante réelle k telle que :

. 2 y?
V(xy) € R? ; f(x,y) = px+qy+rZ- +t5- +sxy +Kk.



