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MATHEMATIQUES

2éme EPREUVE
OPTION M

(Durée 4 heures)

Les candidats sont priés de mentionner de fagon apparente sur /a premiére page de /a copie : MATHS 1l =M
Le probléme ccmporte treois parti

utilise les résultats de la 13re parti

arti indépendantes
ie, e
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T ; néarmoins, lz2 S3me question de 1a 22me partie
3re gues=ion 3e la 2é&me partie, ceux de la seceonde.
Notations

R désigne l'ensemble des réels ; Z l'ensemtle des entiers relatifs

La fonction exponentielle sera notée indifffrerment xm——e” ou xr— axp(x).

1ére PARTIE

Soit ) un réel n'sppartenen* pas 4 2. Scit u , n =1, 2,

finie par la relation :

.. le terme général d'une suite d&-

us

u ='f ces{ax). ccsirx) dx.
o

19) Calculer u et en d3duire que le série de terme général u_ est convergente.

2°) Sois Cn(x) l'expression suivante :

x € R, n=1,2, .., C(x)=S: cos{kx).
n
k=1
Montrer que, pcur des valeurs de x qui seront
tels que :

précisées, il existe des rationnels A et B

sin{(2n+1) :E]
Cn(x) = A+ 3

o(x) =

Moatrer que ® est ccntinlment

49) Montrer la relation :

Py 2A

bo! i g
E w = - nQm o1 f &{x) sin[{2n+1)
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5°) A 1'side d'une intégration per par=iss, mcntrer gue la premilre intdgrale de la ralation ’ 1
a une limite lorsque n croit indéfiniment et la détermine

"

-

£?) Soit I ia seconde intdgrale de cezte relation {7) ; 2n Zvaluant la difffrence

calculer In.

7°) A 1'aide des résultats précédents, montrer qie, pour tout réel ) n'apparzenant pas 1 2, il
vient :

= 1
E 2L~1)n AL T 1
n¢ - A< sin(Am) A °

n=1

2éme PARTIE

Soit un réel a strictement supérieur & 1 ; posons :

gla) = L B
) 1+t 1+ %

1°) Montrer la convergence de l'intégrale définissant J(a).

2°) Donner 1'expression du réel J(a) en fonction de g(a) et de la quantité :

a
a-1)'

a -1 8(

3°) Montrer, pour t € [0, 1], la relation :

n .
2 . (n+1)a
1 = (_1)5 tku + (_1)n+1 t n .

Q a
+*
1 t k=0

1+ ¢

Déterminer, lorsque l'entier n croft ind&finiment, la limite de la suite de terme géniral :

1
(n+1)a
E—at
° 1.'+ 4
4°) En déduire les relations :
o L]
(=1)* a (-1)"
gla) = 1 +na °* u-15(a-1)= (n+1) a = 1 °
n=o n=o -

5°) En utilisant les résultats de la premidre partie, er ddduire que J(a) s'exprime simplement

< X T i . .
& l'aide de 3 et de s:.n(;) ; déterminer son expression.

3éme PARTIE

Soit toujours un réel a strictement supérieur & 1 ; scit un réel x ; ccnsidérons les Intégra-

les :
o -]
x=-1 -t exp/-xt" )
T{x) = f t dat , fa(x) =f = T ot
o (¢} L
1°) Préciser les ensembles de difinition des fonctions T et fu'
2°) Montrer que, pour tcut x strictement posizif, I{x + 1) s'exprime en fcnction de x et de
r(x).

vecfou



3°) Montrer gue la fcneticn £ est striztement ifcrecissante sur (2, =( - P 63 -
) s nte sur [2 .

D\

° . . Zon s - . s s
L°) Soit A un rfel stirictement pcsitif ; montrer L'indgali-x

- -~ e P
Vx>0, 2<t(2)-7Ix)< [‘-—exp(—xA)].:’x.u)*/ —_—

En décduire que la fonction T, est continue i droite en O.

Oy m_s . s . . .
59) 30it n un réel strictement positif ; montrer l'inégalité

En déduire que, lorsque le réel x crecit indéfiniment, l'expression fu(x) admet une limize ;
- 3 - .
déterminer cette limite.
6°) Soit m un réel strictement positif ; soit h un réel varifiant les ccnditicns

»

h#0,h> - % ; montrer l'inégalité :

= o=
a _ae® 2a a
Ligtaen -oya))« [ toomlcand ) o ol £ expl(- 2 as.
1+t 2 1+ ¢° i 2

Q

Justifier l'existence des intégrales considérées ; en d8duire que la fcnction £ est
' a

dérivable sur la demi-droite ]O, + =[ ; quelle est une expressicn de cette dérivée ?

7°) Montrer la relaticn :

(2) vYx>0, f;(x) - fu(x) x - exp(-x<2) dt.

Montrer que l'intégrale figurant ldans le second membre de la relation (2), s'exprime au

moyen de x et de I'(1 + %).

89) A 1'aide des résultats précédents montrer la relaticn

X

1
-x -— -t
a

Y>3, fa(X) e "+ (1 + %) t e ~ dt = u(a),

u étant une application de ]1, + =[ dans R.

59) Montrer, en utilisant la 3éme partie - 5°), qu'il vient plus précisément

- -t

,
x=-r(1*;1-) t7 3 e ¢ at.

(3) £, (x) e

10°) En utilisant cette relation (3), et les résultats &tablis ci-dessus, mentrer que, pour
tcut réel p, compris strictement entre 0 et 1, il vient :

r(p). T{(1 = p) '?i???ﬁ .

1 P . . ¢z
Caleuler T(=) ; en déduire, aprés en avoir montré la convergence, la valeur de l'inté-
4
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_tz
grale : I = e dt.




