Maths D 2015

Abauzit Gabriel

Notations :
e Le symbole := est utilisé pour affecter une valeur & une nouvelle variable.

e Nous utiliserons la notation de Vinogradov : les symboles < et > ont la méme signification que O. Par exemple
f < g (respectivement f > g) signifie f = O(g) (respectivement g = O(f)).

1. (a) L’application

v Y — ]].y

est une bijection de bijection réciproque

_1,‘ {0,1}* —  P(X)
B e A o))

donc |P(X)| = [{0,1}¥| = 24.

(b) Soit pour z € R, ¢(z) := ZZ:O (Z)xk = (1+ )%, alors ¢ est dérivable sur R et

d d
Vz € R, ¢ (z) = Zk(g)xk_l =d(1+z)" et ¢'(x) = Zk(k -1) (Z)x’“_Q =d(d—1)(1+z)?2
k=0

k=0

En évaluant en x =1, on a
4. 7d d d
k =d2% Vet Y k(k—1 = d(d —1)2972

(¢) On partitionne selon les valeurs de |Y| :

et de méme

1 o L n L(dy _d dd—1) dd+1)
IP(X)] 2 ‘Y‘_ﬁgk (k)_2+ 4 4

YeP(X)
(d) SiY € P(X) alors A(X,Y) = ‘2|Y| - |X\‘ donc d’apreés la question précédente :
2

4 4d d
2 AXYP =y 2 WP a2 Mg

Y EP(X) Y EP(X) Y EP(X)

1
[P(X)]

> 1=d

YEP(X)

2. (a) L’application n — 7 est une bijection de Sy (V) dans [0, N;“]] donc

N —a N —a N

<1l4+—
q

sq,a<N>|—1+{ J<1+



(b) L’application (Y1,Y2) — Y7 U Y2 est une bijection de P(Sy.4(N)) x P([1, N] \ S4,a(N)) dans P(N) donc

RO S
Y eP(N Y1CSq,a(N)
Yo C[1,N]\Sq,a(N)

Or, avec les mémes notations, A(S; .(N),Y1 UY3) = }2|Y1| - |Sq7a(N)|‘ = A(Sq,4(N), Y1) donc

Y AN, Y= P(ILNIN Sqa N D0 A(Sa(N), Y1)?

Y eP(N) Y1€P(Sq,a(N))

Puis d’aprés la question précédente

Y A(S4a(N),Y)? = [P(IL NI\ Sa(N)] - 1S5.0(N)] - [P(Sga(N))] = [Sqa(N)] - [P(NV))]

Y €P(N)
Finalement
: > iiw (V) Y)2=§t > IS (N)\<§t Eq e MY 2D v <o
IP(N)| e ot = q 2 =
YeP(N) g=1 a=1 g=1a=1 g=1a=1

3. Il existe Y € P(N) tel que

t q
3D A(Sga(N),Y)? < 2Nt

q=1la=1

car sinon on aurait ,
q
1
A(S,, Y)? > 2Nt = 2Nt
1,2, T2 O, 2,

ce qui contredit le résultat de la questlon précédente. Pour un tel Y, on a d’aprés le méme argument que précédemment
A(Sq.a(N),Y) < V2Nt pour tout t € [1, N], tout g € [1,1] et tout a € [1,¢]. Soit t := |N1/3], alors A(Sq.a(N),Y) <
\/§N2/3 pour tout ¢ € [1,¢] et tout a € [1,¢]. Si maintenant ¢ > t+1 et a € [1,¢], alors A(Sg.o(N),Y) < |Sg,q(N)| <

1 + <1+ t% <14+ N?/3 < 2N?/3 done C = max(v/2,2) = 2 convient dans tous les cas.

IT

1. (a) S’agissant de sommes finies, on peut permuter les symboles somme/intégrale :

1 1
/ /c\(x)e—ZiTrn;cdx — Z c(m)/ eQiTr(m—n)J;dx — c(n)
0 0
—_—

meZ
=6n,7n
1 1 _ 1
/ ORI / d)e()de = Y c(n)e(m) / 2Ty =N " e(n)e(n) = Y |e(n)]?
0 0 (n,m)€Z? 0_,_/ ne€z nez
:§7L,nL

(b) Si ¢(n) = 0 pour tout [n| > M, et d(n) = 0 pour tout |n| > My alors la somme définissant (¢ * d)(n) est indexée
sur un ensemble inclus dans

{(p,Q) EZz |p+q:n}m[[_(Mc_1)’Mc_1]] X [[_(Md_l)’Md_l]]

qui est fini donc la somme est finie et ¢ * d est bien définie. De plus ¢(p)d(q) = 0 pour tout p + g = n dés lors que
|n| > M. + My puisqu’alors |p| > M. ou |q| > M, donc (¢ * d)(n) = 0 pour tout |n| > M.+ M, et ainsi cxd € £.

(c) On partitionne la double-somme (ce qui est possible car cette derniére est finie) :

Ve e R é@)da) = Y e @ 0T =3[ S cp)dle) | 2 = (cxd)(x)

(p,9)€Z n€Z \(p,q)€Z%, p+q=n



dDxtm)=>_(1-m+ > (=m+ > 0=rl-n—(N=rp=0

neL ney ne[l,N]\Y né¢[1,N]

(xxc-p)(0) =Y x®e-p(-p)=>_ x)= >, (1-n)+ Yoo (=) =V(E)

pEL pEE peEENY pe([1,N]NE)\Y

4. (a) Pour z € R on définit {z} := = — |z] la partie fractionnaire de x. S’il existe ¢ # j tel que {a;} = {a;},
alors en posant h := |a;] — o] € Z, on a |a; — aj — h| = 0 < . On suppose dorénavant les {a;} deux a deux
distincts. Si max{oy,} — min{ag} > 2=, alors en posant i tel que {o;} := max{ay}, j tel que {a;} := min{ay} et
h = |oi] — loj] =1 € Z, on a |a; — a; — h| < +. Dans le cas contraire, les {o;} sont & valeurs dans un intervalle
[a,b[C [0,1[ de longueur b—a < 21 (on peut prendre par exemple a := min{oy } et b := § max{ay}+3 min{a}+7%1).
On a alors

n—2

b—a b—a
b= k k+1
o= U Jo b=t k07—

Iy an—1 tels intervalles et n réels distincts, il existe donc 7 # j tels que {a;} et {a;} soient dans le méme intervalle

parmi ceux-dessus. On a donc [{o;} — {a;}| < =2 < 1/l suffit alors de poser h := |a;| — o] € Z.

1
n
(b) D’aprés la question précédente appliquée & a; = ia, il existe i # j et h € Z tels que |(¢ — j)a — h| < é
On peut sans pertes de généralité supposer i > j, auquel cas g := i — j € [1, Q] convient.

(c) D’apreés la question précédente il existe g € [1,8s] et h € Z tels que [ga — h| < g=. On a alors

Gala) = cq(n)e?™e

neEZ

— § eQi'rrna
nek,

S

_ § : eZ?ﬂquOc

k=—s

1+2 Z cos (2rkqa)
k=1

=2s+1-2 Z (1 — cos(2mkqa))
k=1

Or cos est 1-lipschitzienne donc |1 — cos(2rkga)| = | cos(2mkh) — cos(2mkqa)| < 2mk|h — ga| < Z& d'ot

S
. T s s T s
cq(oz)|>2$—|—l—2s;1k=2$—|—1—4(s—|—1):(2—4>5+1—42(2—4)3

™

La constante K := 2 — 7 convient.

5. (a) On note gy l'entier définie par la question précédente. On peut adapter le raisonnement de la question II.3.



pour montrer que V(Ey ) = (x * ¢¢)(p). Ainsi d’apres les questions II.1. et I1.2. on a :

8s 8s
Z Z V(qup)z = Z Z(X * Cq)(p)2

q=1 peZ q=1 peZ

8s 1
=Z/Kﬁmmmx
g=1"0
1 8s
- [ R@P Y @)
0 q=1
1
>A|ﬂ@ﬁ@uwﬁm
1
>K%{/|ﬂmﬁw
0
~ K22 Y x(n)?

nez

=k2%2 S a-n+ > (-n)?

ne[l,N]NY ne[1,N]\Y
= K?s* (r(L = n)* + (N = r)n?)
= K*s’n(1 —n)N

(b) On note ng le nombre de termes non nuls dans la double-somme précédente. x(p) = 0 dés lors que |p| > N +1

et cq(p) = 0 deés lors que |p| > s¢+ 1 donc V(E,,) = 0 dés que |p| > N + s¢+ 2. Il y a donc au plus 225:1(2]\7 +

25q 4+ 3) = 8s(2N + s(8s + 1) + 3) termes non nuls dans la double somme. Ainsi il existe ¢ € [1,8s] et p € Z tels que
2 2

V(Egp)? = L")NS) puisque sinon on aurait

8s(2N+s(8s+1)+3
8s "
\% E2 < 0 K2 1—n\N 2 < K2 1— N 2
;% ) 85(2N + 54 (85 +1) + 3) n(l—n)Ns n(l—n)Ns

ce qui contredit 'inégalité de la question précédente. On pose s := |v/2N + 3] +1 de sorte que 8s(2N +s(8s+1)s+3) <
85(9s2 + s) < 80s2. On a alors

KL —mN _ K*p(1-nN _ K*n(1-n)VN

V(E,p)? = > >
(Fa) 80s 80(vV2N +3+2) 80(2 + v/5)
Ainsi en posant K’ := m qui est indépendant de N et de Y puisque K est une constante absolue, et Z :=

E,,N[1,N], alors Z est un sous-ensemble de [1, N] en progression arithmétique de raison ¢ et tel que

¥ 2] =02l > K'/n(T = )NV

ITI

1. (a) On note, pour n € N*, (H,,) la proposition

(H,) : w est continue en tout point de l'intervalle [n,n + 1[.

e w est continue sur [1,2] et sur [2, 3] car pour tout u € [2,3],[1,u — 1] C [1,2] donc u — f1u71 w(t)dt est continue sur
[2,3]. De plus, lim w(u) = w(2) par continuité de u — < et
u—2-

u—1

lim w(t)dt =0

u—27+ 1



car w est continue par morceaux sur [1,3] donc lim w(u) = 1 = w(2), et (H1) et (Ha) sont vraies.

u—2+ 2

e Soit n > 2 tel que (H1),...,(H,) sont vraies, alors par hypothése de récurrence w est continue sur [1,n + 1].
Ainsi u — f1u71 w(t)dt est continue sur [2,n+ 2[ et donc w est continue sur [2,n + 2[, donc sur [1,n 4 2[ par hypothése
de récurrence et (H,y1) est vraie.

Il en résulte que u — flu_lw(t) est de classe C! sur ]2, +oo[ puisque pour u > 2, [1,u — 1] C [1,+00] et que w
est continue sur [1,4o00[. Il en va donc de méme pour w.

(b) On note, pour n € N*, (#,,) la proposition

(Hy) : Vu € [1,n],

e (H1) est immédiate.
e Soit n € N* tel que (H,,) est vraie, alors
11 et 11t
Yu € [1,n+ 1], w(u) = — + — wt)dt < — 4+ — 1dt =1
u 1 u  u )y

car [1,u — 1] C [1,n] et de méme

1 1 et 1
1 ~~
>1>0

(c) Yu >3, uw(u) =1+ flu_l w(t)dt donc en dérivant cette relation on a uw’(u) = w(u — 1) —w(u) = — [ | '(t)dt.

(d) On note, pour k € N*| (H},) la proposition
(Hg) : lim wfo/(u) =0

U— 400
e D’aprés la question précédente

uw'(u) = w(u — 1) — w(u)

u—2 u—1
-1 / w(t)dt—l—lf w(t)dt
1 1

u—1 u-—1 u o u

— _u(ul_ 1)~ u(ul_ 5 /1“ w(t)dt — i/ulw(t)dt

[

Or d’aprés la question précédente

1 w2 -2 1
7/ w(t)dt| < —— 2 <« = et
u(u—1) J; ulu—1) T u

donc uw'(u) < 1. Finalement EIE uw'(u) = 0 et (H1) est vraie.
u o0

S

e Soit k € N* tel que (Hy) est vraie et soit ¢ > 0. Par hypothése il existe A > 0 tel que |[u*w'(u)] < & pour
tout u > A. Soit u > A + 1, alors d’aprés la question précédente

/ w’(t)dt’ < Euk/ =
tk
u—1 u—1

Si k=1, alors [uft1w/(u)| < euln (1 + ﬁ) < 2% <26 Sik > 2, alors

[0 ()| =

et <ep (G - ) =<y (e )

-1< Q(kigl) pour tout u > B. Ainsi pour tout

1 ~ k=1 i ;
Or FEES 1 —_ donc il existe B > 0 tel que

u>max(A+1,B),

1
=1

[Pt (u)] < 2¢



Dans tous les cas lim u**'w/(u) = 0 donc (Hy,1) est vraie.
u——+o0o

(e) D’apres la question précédente w’(u) = o(5z) donc lintégrale f1+oo w'(u)du converge et donc w admet une li-
mite finie en +o0.

(f) D’apreés la question I11.1.(c)
u@' (u) + ou) = uw' (u) + @(u) = wlu — 1) — wu) + ou) = o(u — 1)
En intégrant cette égalité, on en déduit l'existence d’une constante C' > 0 telle que

u—1
Yu > 3, uw(u) =C —|—/ w(t)dt
1

En faisant tendre u vers +oo on a C' = — 1+O°d)(t)dt car w(u) = ffjoo W'(t)dt = o (L) puisque w'(u) = o (%)
d’aprés la question III1.1.(d) et cette derniére intégrale est convergente. On a finalement

Vu > 3, uis(u) = /1u_1c11(t)dt— /1+Oodj(t)dt _ —/:wdz(t)dt

-1

(g) Supposons par l'absurde qu’il existe C' > 1 tel que @ est de signe constant sur [C,+oo[, disons positif. Alors

(C+Do(C+1)=— goo @(t)dt < 0 car @ est continue positive et non identiquement nulle sur [C, +o0[, ce qui n’est
~—
>0
pas.

2. ¢ — = est décroissante sur ]1,+oo| donc par comparaison série-intégrale Zagngbﬁ = fjl% +0(1) =

/ ab 1% +0 (ﬁ) Soit Li la fonction logarithme intégral définie par

v odt

Vo > 1,Li(z) := —

(z) /2 Int

Alors par intégration par parties, on a

x 2 ©odt
Li(z) = — — —
i() Inz In2 +/2 (Int)?

De plus

d( t \_ 1 2 1
dt ((lnt)2> T (It (Int)® t—too (Int)2

Comme l'intégrale f;oo (11?7:)2 diverge, on peut intégrer ’équivalent :

/”” dt z
9 (Int)? a—+oo (Inx)?

Ainsi Li(z) = = 2 4+0 (ﬁ) On a alors d’une part

~ Inz  In2
bﬂ_L-(b) L-()_i Y
Int ! na ~ Inb Ina

a

et d’autre part d’aprés le théoréme des nombres premiers

donc




3. (a) Notons que pour tout n € N*, 7(n) — w(n — 1) =1 si n est premier et 0 sinon. Ainsi

Yo f)= Y fm)r(n) —x(n—1)

pEP,ap<h a<n<b
= frm) - S+ D)
a<n<b a—1<n<b—1
= > m@)f(n) — fn+ D] =m(a)f(1+a")+m(b°)f(1+1")
a<n<b

(b) On a de méme

> I S ) v - 1)

as<n<b a<n<b
= D [~ > fnt Dy
a<n<b a—1<n<n—1
= D () = fn+ D] =@ ) f(1+a) + o) F(1+1°)
a<n<b

On a le résultat en remarquant que ¥(a~) = 7(a™).

(c) En combinant les deux question précédentes on a

> Z lnn (B%) =) IfFA+8)+ D |mln) —w(n)] -1 f(n) = f(n+1)]

;DE'P,agp<b a<n<b a<n<b

nm) =) = |n(n) = w(@) = 3 gl = w0 = 3 g <K

a<k<n a<k<n

d’aprés I11.2. et de méme |7(b°) — (b°)] = |7(b) — ¥(b)| < Kﬁ donc

s - ¥ A kML k5 i st

peEP a<n<b asn <b

(d) La série ), < m est une série a termes positifs. Par comparaison série-intégrale (z — m est décroissante
sur |1, +00[) on a dans RT U {+oc}

1 o dy 1 1 1
Z lnn Z /k 1 x( lnas (lna)’~c :/a z(Inz)k + a(lna)k - (k—1)(Ina)k-1 + a(lna)k

n}a n>a+1

En particulier la série >, -, R(Tln)k converge.
>

(e) On applique le résultat la question IIL.3.(c) & f: x +— m qui est & valeurs dans R :

1 1
(n+1)(In(n+1))2  n(lnn)?

1 1 b
Z p(In p)2 S Z n(lnn)3+ (Inb)2(1 + %) (In(1 + b9))2 K Z (lnn)

pEP,a<p<h a<n<b a<n<b

En faisant tendre b vers 400, on a

Zp( g

pEP.p=a

1 1
+KZ lnn < (Inn)? _(n+1)ln((n+1))2>

n>a

Notons que la série En>a n(lnln)g (n(lnln)2 ~ wED 1n1((n+1))2) converge puisque

1 1 (n+1)(In(n+1))2 —n(nn)?2  (n+1)(Inn+ o(1))* — n(lnn)? 1

n(lnn)?2  (n+DIn((n+1)2 nn+1)(nn)?(n(n+1)2  nn+1)(Inn)2(n(n + 1)) n—s+oo n?(Inn)?




Ainsi
1 1 1

n(lnn)?  (n+1)In((n+ 1))2 < n?(lnn)?

n 1 1 1 1
Z (Inn)? <n(lnn)2  (n+1)In((n+ 1))2) < 7; n(lnn)? < (Ina)3

n=a

d’apreés la question précédente. De plus, toujours d’aprés la question précédente :

1 1 1 1 1
Z n(lnn)3 S 2(Ina)? * a(lna)3 - 2(Ina)? +0 ((lna)3>

nza

Finalement ) )
> s X :+0 (e
eP atp< p( np)? = lnp 2(Ina)? (Ina)
4. x — W x)Z est décroissante sur |1, 4+00[ donc par comparaison série-intégrale :
Z 1 < 1 i /I dt
ot (Inn)2 = (In2)2 * J, (Int)2

N 4l T dt T FIREN

Or on a vu a la question III.2. que f2 W07 , 1o oo d’ou
> <
2
vt (Inn) (Inz)

5. Soit n < « tel que tous les facteurs premiers de n sont supérieurs ou égaux a y. Alors n = 1 ou n > y, dans
le second cas n est un nombre premier puisque sinon il existerait p1,ps > y des diviseurs premiers de n, on aurait
alors p1pa|n et donc n > y? > x ce qui n’est pas. Si réciproquement y < n < x est premier ou si n = 1 alors tous les
facteurs premiers de n sont supérieurs ou égaux a y donc ®(z,y) = w(x) — w(y — 1) + 1 d’ou

[@(z,y) —m(2) +7(y)| < 1+ |w(y) —7(y — [ <2

Ainsi d’aprés le théoréme des nombres premiers,

Bo) = a) 70 + 00 = 5 - w0 (o) = v o (i i)

Inx
NB : I’énoncé contient une erreur, I’inégalité |®(z,y) — m(x) + 7(y)| < 1 n’est pas tout le temps vraie, si

r=4ety=3alors 1 <+ z<y<uz, ®(z,y) =2, m(z) =2 et w(y) =2 de sorte que |P(z,y) — n(z) + n(y)| = 2.

6. Pour n > 2 on note P~ (n) le plus petit facteur premier de n et on pose P~ (1) = 4o00. On a alors

D(z,y) =14+ Y > 1=0@y)+ Y. > 1=%@@y)+ > Yoo

2<n<z pEP,p2y 2<n<z peP,y<p<y’ pEP,ySp<y’ 2<n<z
P~ (n)=p P~ (n)=p P—(n)=p

Or2<n<zet P (n)=psiet seulement si 1 < % < % et P~ (%) > p. Le nombre de tels entiers est donc ® (%,p),
on a alors
x
Sy =B y)+ Y B (p,p)

pEP,y<p<y’

\ : — 1 .
7. (a) On opére le changement de variable u = -7 :

/‘/5 Inx dt—/&l: du
g t(nt)? (2L —1) s u-—1
Inx

avec o €]2,3]. On opére ensuite le changement de variable v = u — 1 :

\/5 1 }::7:;71 d }37571
/ n{:w dt = / @ / w(v)dv
y  tnt)? (5 - 1) 1 v &




car [1, }g—gy” - 1] C [1,2]. Finalement
Inz _q

Ve 1 1 1 1 Y 1 1
1 +/ ne g e flny  Iny w()dv | = BE,, (M)
y  t(nt)? (£L 1) Iny \lnz  Inz J; Iny \Iny

In

(b) Notons que toutes les variables utilisées ici se situent dans I'intervalle [2'/3, ] donc toutes les constantes derriére
les O sont ici des constantes absolues. D’aprés la question II1.6. on a

R NGRS S 1Y)

p
PEP,y<p</T

D’une part d’aprés la question II1.5. on a

D(z,v/x) = ﬁ +0 ((1112)2 + ?ﬁ) - & o ((hlmﬂf)Q)

D’autre part si y < p < v/x est un nombre premier, alors d’aprés la question IIL5.

*(54) =5t (e * ) ~ e @ () +© (1)

Aussi d’apreés la question II1.3.(c)

Z pln(m/p): Z nlnnln(w/n)+0((lnx)3)+o Z (Inn)?

PEP,Y<p<Vz y<n<Vz y<n<V@

x €T

(n+1)In(z/(n+1)) nln(z/n)

On vérifie que t +—> m est décroissante sur [y, +/z] donc par comparaison série-intégrale :

3 f:/ﬁxdtw Ve N _ @ (ha ma N a
nlnnln(z/n) y  t(nt)?In(z/t) (Inz)3 Inz \Iny \Iny (Inz)3

y<n<y/z i

d’aprés la question précédente. De plus d’aprés 'inégalité des accroissements finis appliquée a ¢ — ﬁ et d’aprés la

question II1.3.(e) :

x

(n+1Dn(z/(n+1)) nln(z/n) <

Z (Inn)?

y<n</z

Z n(lnn)3 < (Inz)?

y<n<y/z

X oo~ s (g (ing) 1) € (@)

PEP,y<p<VT

s WD) .

Finalement

II reste enfin

<

PEP,Y<p</T

Inp Inx (Inz)?
d’aprés le théoréme des nombres premiers. On a finalement

(c) NB : dans cette question j’utiliserai ’intégrale de Stieltjes qui allége les calculs.

Soit pour x > 2,

T(z) := Z 1

PEP,psT

On établit d’abord le lemme suivant :

Lemme 1 : On a pour x > 2 :



Soit p € P et n > 2, alors

Puisque Pavant-derniére somme correspond au nombre de multiples de p* dans [1,n] qui sont au nombre de L}%J

D’apres 'encadrement p% —-1< L}%J < ﬁ, on a
=5 n n n
vp(n!) < — = et vy(n!) > {J ——1
g ; php—1 0 P T ] T op

Comme In(n!) = Zpep,pgn vp(n!)Inp, on a d’une part

In(n!) 2 n Z np _ Z Inp>n Z hl—p—w Jlnn=n Z hll—k(’)(l)

peEP,p<n peEP,p<n pEP,p<n pEP,p<n

d’aprés le théoréme des nombres premiers. D’autre part

In(n!) <n Z hiplzn Z 1np+ Z p(ll)n_pl)n Z ml+o(1)

pEP,psn pEP,psn pEP,psn pEP,psn
car Zpep FICESIA < DXkso k(llzl kl) < +00. Comme de plus In(n!) = nlnn + O(n) d’apres la formule de Stirling, on a en
réunissant les 1negahtes précédentes > p o, 1“71’ =1Inn+ O(1). Dans le cas général, on a pour x > 2 :

y ooy %p:mLxHO(l):lan(l)

pEP,p<z p pEP,p< |z

ce qui termine la démonstration du lemme.

Lemme 2 : Il existe une constante cg telle que

1
T(x) = lnlnx+co+0< )
Inz

Soit pour x > 2,
Inp

R(zx) := Z — —Inz
pEP,p<Lx p
alors R(z) = O(1) d’aprés le lemme précédent. Soit € €]0, 1], alors
| Inp Toodt T dR(t) R(z) R(2-¢) /J‘ R(t)
T(z)= —d — | = T a— =Inlnz —Inln(2 — -
() /2_5 Int Z P /2—5 tint + /2—5 Int nlne —Inn(2 —¢) + Inz In(2-—¢) + 9_g t(Int)?

p<t

par intégration par parties. En faisant tendre € vers 0T, on a

R(t)
t(Int)?

T(z)=Inlnz —Inln2 4+ Rlz) _ 1+/
Inx 2

On a aussi, compte-tenu de R(x) = O(1), la majoration suivante :

R(z) [T R(t) 1 o dt 2||R||so 1
_ < _— - _
/I < 1Rl Inz +/z t(Int)? he iz

Inz t(Int)?
zdt, on a le développement asymptotique souhaité.

o R(t)

Ainsi, en posant ¢g :=1—1Inln2+ fz )2

On définit

ny)? nw
o(z,y) = a xy) D(x,y) —w <Ly> Iny

10



de sorte que

(I)(x’y) =

z (m) | @(a.y)

iy \Iny/) " (ny)?

Le résultat est immédiat si y est & valeurs dans un intervalle borné puisqu’alors ®(z,y) = O(x), on peut donc supposer
sans pertes de généralités y > yo avec yo = 0 que 'on pourra plus tard choisir avantageusement. On pose pour n > 2

Op 1= sup{ [0(z,y)], x =0, y = yo, g <y < \/5}
On note pour n > 2, (H,,) la proposition
(Hy) : 0y, est fini et borné indépendamment de n
que nous allons montrer par récurrence.

e Le cas n = 2 a été traité a la question précédente.

e Soit m > 2 tel que (H,,) est vraie et soient z > 0 et y > yo tels que zwE <y < Pl D’aprés la question

II1.6. on a :
O(x,y) = (I)(w,xl/?)) + Z ® <x’p>

) p
peEP,y<p<al/3

D’aprés la question précédente

car x > y2. D’autre part

Soit pour v > 2,

pEP, /v <p<Va
alors d’aprés le lemme 2 et sachant x > /2,
p(v) =T (Vx) —T(xl/”) =1In llnx +c+0O 1 —1In 1hrmc —¢ —I—O(L) :ln(g) +0
2 0 Inx v 0 Inx 2

pour2<v<{ﬁ—z.

In o
x Inx x Tny
— 1) =— —1)d
Z plnpw (lnp > Inz vw(v Jdp(v)

pEP,y<p<zt/3 3

Ainsi :

Inz
Iny

= = Dde+ [ (= 1)d <o <1

Inz /4 Inz /g
T Inx Inx T T Tny 1
=z (g (i) %) 0 () *iz [ 0y ) ot
T Inx Inx T
=iz (e Gon) 1) o ()

1
1

car 4 (v(v) = w(v 1), Aussi, pour y <p <212, ona (2) 7 < <y <p < /7 done [5(2,p)| < 6, don

7 (%,p)

p(lnp)?

=)
<
F

<

N

1
D DI VE

. . D
pEP,y<p<zl/3 pEP,y<p<al/3

Or d’apreés la question 3.(e),

1 1 1 1 1
2 p? St O (<1ny>3) REICYER <<lny>2>

pEP,y<p<zt/3
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On choisit yo de telle sorte que le o (ﬁ) soit inférieur ou égal a m pour ¥ = yo. On a alors

Z xé(%,p) o 3oy

PEP,y<p<xl/3 p(lnp)2 = 4(1ny)2

Soit ¥(z,y) € [-3, 3] tel que

p(lnp)?2 — (Iny)?

w0 (3:7) oy
Z p 9 n
pEP,y<p<at/3

1 1
On a finalement pour z7+2 <y < x»+7 :

B(z,y) = (1”) L 20,0, +0(1))

Iy~ \Iny (Iny)?

1
et pour 27+ < y < /x, on a déja :

B(o.y) — <lnx>+x5(x,y)

Ty \Iny) " (Iny)?

avec |6(x,y)| < 0. Il s’ensuit que §,,+1 < max (%571 +O(1), 6n). On en déduit par hypothése de récurrence que d,,11 est
fini. Si de plus 41 < %5,1 + O(1), alors en remarquant que J,, < 0,41, on a d,4+1 < O(1), donc 0,41 < max(O(1),4,)
et par hypothése de récurrence, on peut majorer d,11 indépendamment de n.

Soit finalement D := sup,,>, 0, = sup; <, /z [0(2, )|, alors pour tout 1 <y < |/,

x <1nm>‘ _z|d(z,y)| «p %

“M’y)lny“ my )|~ MmyE < Py

IV

1. (a) Soit n < x alors tous les facteurs premiers de n sont supérieurs ou égaux a y si et seulement si n A g(y) = 1 si
et seulement si n est inversible dans Z/q(y)Z si et seulement si il existe k € [0, ¢(y) — 1] premier avec ¢(y) et £ € Z

tels que n = k + £q(y). Or n < « donc ﬁ <4< %, il y a donc p(q(y)) possibilités pour k et a k fixé il y a

{ﬁJ - {ﬁJ +1= H(;y’)“J + 1 possibilités pour ¢. Ainsi, comme 0 < k < ¢(y) on a

T

¢(a(y)) {MJ < O(z,y) < ¢laly)) Qqéﬂy)J + 1)

v(q(y))

Il s’ensuit

(b) Soit z, := y¥q(y), alors d’aprés I'inégalité de la question précédente :

olat) | 22| < 0ty < otat) (| 2] +1)

Comme lim % = 400, on a

(I)(.’[y, y) xy

~J
y——+oo

D’autre part 1 < y < z, donc d’aprés la question III.7.(c), on a :

S In q(y) Ty Ly
(zy,y) = lnyw <y+ Iny ) +0 ((lny)2 y—r+oo lnyL
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4 : elay) —
Il en découle que yll)rfoo () Iny=1L

(c¢) D’apreés la question II1.3.(c) on a :

gl = 3 1np221+(9<h1yy)+0<z(m%21n(1+;>>

pEP,p<y n<y n<y
Or In(1 + z) < z pour tout z > —1 donc d’aprés la question I11.4.

n 1 1 Y Y
" mf(1x= 7
Z (Inn)? n( + n) <<T;y (Inn)? < (Iny)? < Iny

n<y

Finalement
1 = ~
nq(y) = y+0<lny> y Lo Y

2. (a) Soit i € [1,n] tel que la i-éme ligne contient un nombre premier, si ¢ + (m + j)g est premier pour un certain
j € [1,m] alors i + (m + j)g Aq =1 puis i A ¢ = 1 donc tous les facteurs premiers de i sont supérieurs ou égaux a y.
Le nombre de tels ¢ € [1,n] (et donc de telles lignes) est au plus ®(n,y).

(b) On partitionne selon les colonnes de M (m,n,q) :

N=Ylie [l i+ m+ g € PY = Z[ not (m o+ 3)g) = 7((m + o)

Jj=1

()

n \7 -1 mq _ Nln(mg) @(n,y)  mg d(n,y) q
(ln(mq)> XM (@)In(mqg)  m n x N (q) In(mgq) n ()

3. On va montrer que le premier résultat est vrai. Pour z > 1, 2 et a € Z, on note

q=>
m(x,q,a):=|[{peP|p<zet p=alg}

Soit @ > max(ap,2) tel que w(a) > L (un tel o existe d’apres la question II1.1.(g)). On pose n := |y®|, alors n < ¢
pour y assez grand puisque In ¢ N y. On compte le nombre de nombres premiers dans M (m, n, q) selon ses lignes :
y——+o0

N= > [ (i +2mq,q,i )—W(qu,q,i)}
1<isn
iNg=1
On admet que le théoréme des nombres premiers en progression arithmétique permet de montrer que pour y assez
grand,

. . . . mq
w(i 4+ 2mq,q,1) — 7(t +mq,q,1) > ———————
( )= ) ¢(q) In(mq)
On en déduit que
mq
N> on,y)———
( )w(q) In(mq)

Or a > 2 donc 1 < y < y/n donc d’apreés la question I11.7.(c)

n Inn n y*
[0} = — JE— ~ @ Z_
(m9) = gy (my) o <<1ny)2> yrioo g

R TININN o #(a) L
De plus d’aprés la question IV.1.(b), i lny donc

yrwla)  mg yom_ w(e)

N> Iny  ¢(¢)In(mg) = In(mgq) L

Soit 7 € N* que I'on choisira plus tard avantageusement, on pose m := ¢"~1. D’aprés la question IV.2.(c) au moins
une colonne de M(m,n,q) contient au moins % nombres premiers, avec

— >




On fixe une de ces colonnes, soit ¢y := (In(q"))*°, on partitionne cette colonne en kg := L%J + 1 intervalles de méme

longueur #o(1 + o(1)). Au moins un de ces intervalles contient au moins miko nombres premiers, on en prend un de
la forme ]x, x4+ lo(1 + 0(1))] Tous les coefficients de la matrice M (m,n, q) sont minorés par mq donc x > mq, d’ou
lo < (Inz)™ < (Inz)®, donc lo(1+ o(1)) < (Inz)*. Ainsi |z, 2+ lo(1 + o(1))] C o,z + (Inz)*] d’ou

N y* w(a) _yw(w)
1 ay > 1 \\ o
7 (z+ (In2)*) — 7(x) . > Foln(g) L > (In(q")) I
puisque kg et 7(1n(é’j))ao Pour tout £ > 0 fixé, on choisit 7 > ; (ln x)o0-T mo-T tel que Ti\lio > (—W(La) - s) (Inz)>—1.

. — w() .
Ainsi en posant A := S5~ + 5 >1,0na:

> A

. 7 (z+ (Inx)*) —7m(z) _ w(a)
lglgrgilolf (Inz)>—1 2 L
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