
8' désigne un espace affine euclidien orientd de dimension 3. 

Par "projection" ou "symdtrie" on entend projection orthogonale ou symétrie 
orthogonale. La distance de deux droites D,, D, quelconques est notée 
d(D 1, D,). On a donc 

g ( A )  désigne le cylindrk de rdvolution d'axe la droite A et  de rayon 1. 

On rapporte g A un r e p h e  orthonormal direct R, R = (0;i.i. k') . Dans tout 
le probleme on note D la droite (0;x). 

Un ensemble de droites de&? est dit rdgulier si pour tout couple de droites 
distinctes D,, D, de cet ensemble on a d(D,, D2) = 1 

Dans ce probleme on etudie quelques ensembles rep l ie rs  de droites de %. 
Les figures et les d6monstrations geomdtriques seront utiles e t  apprdciées. 

d(D,,D,) = i n f { l r M x  II/MIE D,e t  M,E D,}. 

Prdl iminaires. 
On considere deux droites D, = (Al:Ül) e t  D, = (A2;u2) non paralkles. 

a) Montrer qu'il existe un couple unique Al, A2 de deux nombres réels tels 
que, si l'on pose 

-H -A+ = =-*-A ; 
1 1 ~ 1 ~ 1 s  2 2 - 2 2  

-- 
le vecteur H,H 
b) En deduire qu'il existe une droite et une seule rencontrant D, e t  D, et 
dirigee p a r i  ,Au2 .  

c) Montrer que, pour tout couple (M,,M ,) de points appartenant respec- 
tivement tî D, e t  D,, la  distance M,M2 est superieure ou &ale tî la distance 
H ,H2. Dans quel cas a-t-on l'egalite ? 
d) Soit < un vecteur non nul orthogonal A Ü , et  Ïi,. Montrer que le pro- 

soit orthogonal A Ü, et  Ü2. 

duit scalaire M ,M 2' . n est constant quand M, et  M, décrivent respective- 
ment D, e t  D,. 

En déduire la relation : 

- - - .. . , 
oh [ A ,A 6 ,  u 1, L' ,1 désigne le produit mixte des vecteurs A ,A , u 1, u , 
pris dans cet ordre. 

Partie I - 

k 
I.A.l) 

i t )  
W(D) en un point de V(D) ? (On la caractérisera géomdtriquement). 

h) 
se projettent-elles sur le plan (0;i.j) ? 

I.A.2) Soit a un réel fixé dans IO, d2 I et P le plan d'équation 
z - xtana  = O. Montrer que E, intersection de P et  %?(O), est une ellipse. 
En donner une Bquation réduite dans son plan. 

I.A.3) 
ne, non parallele tî D, et vérifiant d(D, D') = 1 ? 

Donner une Cquation cartésienne de %(D). Quelle est la normale 21 

Quel est l'ensemble des droites D' telles que d(D, D') = 1 ? Comment 

Quelle est l'enveloppe des droites D' contenues dans un plan don- 

1.1).1) 
de droites contenant D et  D' e t  formes de : 

Soit D' une géndratrice de '%(D). Décrire les ensembles réguliers 

a) trois droites 

b) quatre droites. 
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c) 

153) 
même plan. 

Peut-on obtenir un tel ensemble contenant cinq droites ? 

Deteminer les ensembles rdguliers de droites paralleles B un 

Partie II - 
Soit la droite D' definie par les Bquations x - 1 = O et z - ytanp = O, p de- 
signant un reel fixe dans [O, d 2  [. 

11.1) Montrer qu'une 6quation cartksienne de g(D ' )  est : 

(x-  112+ (ysinp-zcosp)2-1 = O. 

Faire une figure reprdsentant la projection sur (03,;) de D', de %(D) 
et des ghdratrices de g(D')  le long desquelles le plan tangent B @(D1) est 
parallele B D. 
11.2) Soit r l'intersection de g ( D )  et  de g(D')  

a) 

b) Quelle est la projection de r sur le plan (03,;) ? 

c) 

Determiner geom6triquement trois axes de symétrie de r. 

Montrer que r est formde de l'arc parametrb rl defini par : 
x = cost 
y = sint  
z = ( sin t) tan p + cos Jcos t (2 - cos t) B 

t variant dans [- W 2 ,  rr/2 ] et de son symetrique r2 par rapport B la droite 

d) Montrer que r admet deux tangentes V et  V paralleles iI D . Preciser 
leurs points de contact. 

e) Soit M un point de r, projete en H sur D et en H' sur D'. Montrer que 
la tangente B r en M est perpendiculaire au plan ( M T a  ,=') . 
113) On se propose de construire la projection yde r sur le plan (0;j.x) . 
a) On pose Y = y et 2 = z - ytanp. Dkterminer les vecteurs (3 ,  R )  tels 
que Y et 2 soient les coordonndes dans le repere (O;J,  t() du point de 
coordonnees (y, z) dans le repere ( 0 s . x )  . 

(03). 

b) Tracery. 
11.4) On considhre les droites, notkes D" , telles que l'ensemble 
{ D, D', D" } soit rdgulier, les trois droites D, D' , DI' n'btant pas paralleles 
iI un même plan. 

a) Quelle condition necessaire doit vdrifier la projection d" d'une telle 
droite DI' sur le plan (05,;) ? 

b) d" verifiant cette condition montrer qu'il lui correspond, sauf cas par- 
ticuliers iI prkciser, une famille de droites D" , tangentes B une ellipse. 

c) Pour une telle droite montrer que 1 est strictement compris entre 
d(V, D') et d(V', D"). 

d) Soit D"' (t) la tangente A r1 au point de paramhtre t. Pour D" donne tel 
que, pour tout t E [ - x / 2 ,  x/21 , D" et 0"' (t) ne soient pas paralleles on ad- 
met que l'application t + d(D", D"' (t)) est continue. 

Montrer qu'6tant donnees trois droites, non paralleles iI un même plan et 
formant un ensemble rbgulier, il existe au moins un ensemble rdgulier de 
quatre droites les contenant. 

Dans cette partie on montre l'existence d'ensembles reguliers formés de six 
droites. 
111.1) Soit la droite D' = (A;Ü) où A est le point de coordonnCes (r, O, O) , 
r > O e t Ü  le vecteur de composantes (O, 2t, 1). 

a) Ddterminer D', deduite de D', par la rotation d'axe ( 0 ; x )  et d'angle 
2d3 . Établir une relation entre t et r pour que l'on ait : d(D' 1, Da2) = 1. 

b) En ddduire un ensemble regulier de quatre droites, invariant dans une 
rotation d'angle 2 d 3  et d'axe (0;k'). 
111.2) Soient le point B de coordonnees (q, O, O) et le vecteur 7 de compo- 
santes (O, 2s, 1). Àla droite A = (B;;) on fait subir un vissage composé 
de la rotation d'axe ( O  ;f j et #angle 8, et de la translation de vecteur pK . 
On obtient une droite A,. 

a) Déterminer Al. 



GENTftkLE . 
b) Montrer que la condition d(D',, A,) = 1 peut se mettre sous la forme : 

(1) 

oh a, b, c, d, e sont des fonctions de p, q,  r, s, t. On ne demande pas leur 
calcul explicite. 

III.3) Montrer que si a, b, c, d,  e vdrifient les relations : 

acos28 + bsin28+ ccos8 + dsin8 + e = O 

a2+b2 = c2+d2 
e = O  

21e 2K 
alors il existe un rdel 8 tel que 8, O +  -, 8 - - soient racines de (1) consi- 
ddrde comme dquation en 8. 

111.4) On prend pour t et s les valeurs suivantes : 

3 3 

(2) t = J X  et s = - & G  

On pose : 
X = r t + s q  et Y = t q + r s  

Le calcul, non demandd, donne les dgalitks suivantes pour (1) : 

b = -2pstY 

c = 2(XY-ts) d = 4pstX 

De même on admet que la relation e = O dquivaut B : 

(3) 
2 1 2 2 1 2  p = 1+-(t + s  - -Y -X2) 

2s2t2 2 

Les relations (2) et (3) dtant supposdes vdrifides, montrer que 
a2 + b2 - c - d = g(r, q) où g est une fonction continue sur 

] l/&, +-[ x ] l/&, +=[ ; on ne cherchera pas B expliciter g(r, 9). 

a) Calculer 
g(r,q) pour r = 1 et q = 2,52 

&,q) pour r = 1 et q = 2,53 

b) 

2 2  

En deduire l'existence d'un ensemble rbgulier de six droites, Donner des 
valeurs approchees de 9 et p associees. 

111.1) Soit la droite 
x = r  

Y = PZ Dl ( 

où p et  r sont deux rdels donnds, p non nul. On désigne par D, et D, les droi- 
tes ddduites de D , par les rotations d'axe (O; k') et d'angles respectifs 

2x 4n - et - 
3 3  

a) 

b) 
globalement invariante. 

c) 

Ddterminer D, par un point du plan (03.1) et un vecteur directeur. 
Ddterminer une symdtrie axiale transformant D, en D, et laissant D, 

Donner une relation entre p et r dquivalente B la condition 
d(D,,D,) = 1 

d) 
III.2) Soit b un rdel. 

On prend r = - 
et p > O dans la ddfinition de Dl vue A la question 111.1). Soit la droite A, 
ddfinie par les dquations 

et y = qz. On suppose q < O. 

A2 et  A, designant les droites ddduites de Al par les rotations d'axe(0;E) 
2n 4n 

et d'angles respectifs - - 
3 ' 3 '  

Choisir p e t  r pour que l'ensemble { D,D,,D,,D,} soit rdgulier 

b - 1  
2 

b +  1 
2 

x = -  

a) 

b) 
{ D1,D2,D3} et { A1.A2,A3} soient rdguliers. 

c)  
que la condition d ( Dl,A2) = 1 dquivaut B 

Que vaut d (Dl,Al) ? 

Exprimer p e t  q en fonction de b de façon que les ensembles 

p et q ayant les expressions ainsi trouvdes en fonction de b, on 

pq (1 - b2) = - 3b4 + 26 b2 + 1 

dmet 

(1) 
On suppose b choisi pour que la condition (1) soit vdrifide. Montrer, sans cal- 
cul, que l'ensemble correspondant { Al,A2b,,D1,D,.D,} est rdgulier. 

d) Ddterminer b >O tel que la relation (1) soit vérifide. (p et q ayant les ex- 
pressions trouvées en b). 


