
SESSION DE 1988 CONCOURS EXTERNE 

PREMIl%E COMPOSITION DE MATHGMATIQUES Dunia : -5 heures 

La qualité de la rédaction, la dané et la précision des misonnemenu interviendront polir une part 
impoaante dans I'apprkiation des copies. Les résultats imliqub duns IYrioncé peuvent ê te  utilisés pur les 
candidats pour la suite du problème. 

L'usage des instruments de calcul, en particulier des calculatrices électroniques de poche - y cotnpris 
calculatrice programmable et alphanumérique - a fonctionnement autonome, non imprimante, est autorisé 
conformément à la circulaire no 86-228 du 28 juillet 1986. 

Notations et objectif du problème 

On note (u,) la suite définie pour tout entier p 2 1 par la rrliition 

Somme y de la sine de terme général ilp s'appelle constante d'Euler et, pour tout entier n 3 1, on POse 

l n  désigne par S et R les fonctions difinies respectivement sur 1-00, +a[ et sur 10, +a\ par les relations 

(3) 
s(x)  = 1-dt 1 - e-' et R ( x )  - / : œ $ d t .  

t 

Enfin, on note r la fonction définie sur 10, +a[ pur la relation (4) r ( X )  = l:œ. e-' t ' - l  d t  . 

Dans la partie 1, on étudie la convergence de la série et des intégrales précédentes. on établit une 
(pression intégrale de y à l'aide des fonctions S et R, et on relie y à la valeur de la &rivée T'de r au point 1. 

La partie II décrit un procédé d'approximation de y par acciliration de convergence de la suite (y.). 

La partie III décrit un autre proctdé d'approximation dc y, fondi sur un développement de S en 
;rie entière et sur un développement asymptotique de R. 

1. Définition et expressions intkgrales de la constante d'Euler 

1. CONVERGENCE DE LA S ~ R I E  I>~FINISSANT y. 

ir. Prouver que. pour tout p 3 1 , 
I 1 

O G Il, c - - - 
P r + l '  

ctablir que (y*) est une suite croissante. que ccttc suite converge et que 0 4 Y 

b. ctablir que. pour tout p > 1 , 

1 - 
Il 

? I l .  ( 5 )  

En déduire que, pour tout y > 2 . 
et que. pour tout entier n > l , 1 s r, < -. 1 

Z ( n +  1) . 2 n  
c. On approche y par y.. Déterminer un entier II permettant d'obtenir la précision IO+ ; meme 

question pour la précision 1 O" . (On ne demande pas d'effectuer le calcul de y. .) 

d. Pour tout entier n > 1, on posc 1 
Prouver que O C y - ylrl < 3. 
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!. EXPRESSION I N T l h A L E  DE y A L'AIDE DE s ET R. * -  

1 - e-' 
o. Soit /la fonction dcfinie sur R par les relations : / ( I )  - - si I Z O et /(O) - I .  , .. 

Montrcr quefest continue sur R . 
h. l?tahlir la convergence des intégrales (3) CI prouver que S et R sont de classsc C' respectit'ement surRetsurlO.+al. 

t 

c. Prouver que. p u r  tout entier ~t > I , 1 1  l - { l - w P '  1 + - 2 3  + - + - + n +-- Y d v .  

1 + ( 1  - v )  + ... + ( 1  - "p-'. A cet effet. on pourra calculer la somme 

d. En diduire que. pour tout 11 3 I , 

OÙ c,, est la fonction définie sur 10. III par la rclation 

e. lhb l i r  que, pour tout nombre réel v ,  (6) l + v <  c". 

j Etabtir que. pour tout n > 1. et pour tout nombre réel I tel que O 4 1 n, 
(1 - 
* 

I- 

n 

e , ( t )  < c-b. 
It 

I 

N II 
On pourra appliquer (6) en prenant I' = - et v = - 1 .) 

O c e-'- c n ( t )  < - e-t. 

y - S ( 1 )  - R ( 1 ) .  

En déduire que, dans les mimes conditions, 
( 

g. Montrer finalement que (7) 

3. EXPRESSION DE y À L'AIDE DE LA DlhClVdE DE r. 
a. Etabtir que, pour tout nombre réel x > O, l'intégrale (4) est convergente. 

6. Pour tout entier n > 1, on note rm la fonclion definie sur 10, + OG [ par la relation 

Prouver que r. est de clltsse Cl sur 10. +a 1. 

c. Montrer que r. converge vers r uniformCment sur tout intervalle compact lu, 61 contenu dans 

d. Pour tout nombre réel x > O. on pose 

r, (x) = 1 c-' I '- I d i  . 

JO, +ai. 
e - t r a - l  In rdr .  

I En particulier. 
J 18 

e. A partir des relations (7) et (8). montrer que r ' ( I - - y - 
II. Approiimo:ion de y par accelkiition de convergence de Ir suite ( y , )  

Pour tout entier k 3 O. on désigne par cp, la fonction ddinic sur 10. +ml par les relations 

si 

Enfin. pour tout cnticrj > I , on notc N, Ir polytiinc difini par Ics rcI;itions 

N , ( X ) - X ( l  - X ) ( Z - X ) - ( j -  1 - X )  si j > 2  CI Nl(X) = X .  
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ex terne+ := t *-a :. 

-_ 1. SOMMATION DES SÉRIES TfLESCOPIQUES. 

On note A I'endomorphisme de I'cspace E dcs fonctions numériques /continues sur ]O, +-l et tcn- 
dant vers O en +- défini par la relation A f  ( x )  = f (x) - f (I + 1 ) .  

o. Soit f u n  clément de E. ctablir la convergcncc de la série. de terme ginéral a, - A/@). Calculer 
0 -  

la somme de cette série et le reste 5 I'ordre tt de cette sirie. c'est-à-dire 1 A f ( p ) ,  où n > O . 
pi* I 

b. Calculer. pour tout k 1, A cp,,, . Gtablir la con.vergcnce de la siric de tcrme gCnCtal fqk (p), où 
p 2 1. et prouver que. pour tout entier n > O. 

2. ACCÉLI~ATION DE LA CONVERGENCE : PREMIER r A s .  

LïdCe consiste h Ccrire le tcrme ginéral II,, de la sirie donnant y ,  qui cst équivolent h - 1 
2 Pa * somme de deux termes dont l'un est télescopique et l'autre est de I'ordre dc 2 1 A cet effet. on part de la 

1 

par une constante en écrivant que 1 1 1 - u  p + 11 -O-+--. - 
p - t u  p + 1  p +  1 p +  II 

1 
formule ( 5 )  et on approche. sur 10. 1 J . - 
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(9) 
b. En déduire que. pour tout n > 1, où 

1 
O C rRl < 

1 2 n ( n  + 1 ) '  

3. A C ~ L ~ R A T I O P J  DE LA CONVERGENCE : A - I ~ M E  r A s .  

Pour tout entier j 2 1. on pose $ 1; N; (u) du. 

n. Montrer que. p u r  tout entier k 1 et p u r  tout enticr p 3 1. 

b. ctahlir enfin que, pour tout entier k 2 1. CI pour toul entier It 3 1 , 

+ rd 
A. 

k ! n  + I ) (n + 2 )  - ( n  + k) + ... + A2 

2 ( n  + I ) ( n  + 2) 
r,, 9 - + 

n + 1 10) 

i 

c. A partir de (IO), construire une suite (y,,.A) telle que. p u r  tout n 2 1. O < y - yrA G raA * 

1. CALCUL DES NOMBRES A,, PAR EMPLOI D'UNE SERIE GÉKÉRATRICE. 

o. Prouver que, pour tout entier n 1. 

1 2  2 A En déduire le fayon de convergence de la série entière 

Soit G (x)  la somme de cette drie. 

1 + Al x - 5; x + - + ( - l ) " - l  f x n  + - & .  n .  

b. h i r e  le développement en Grie entière de la fonction x - (1 + x)' où u est récl strictement 
positif, et où 1 x 1 < 1. Prouver que. x étant fixé. on peut intégrer tcrme i terme par rapport à u sur i'inter- 
vallc IO. 11 . En déduire que. si x Z O,  

x .  
G ( x ) - I n ( l  + x) 

c. Expliciter un système linéaire triangulaire permettant de calculrr Irs noinbrrs j.,, p r  rCcurrence. 

Tournez Ir page S.V.P. 



On se propose d'obtenir une valeur dicimrrle rrpprochce de y 5 la précision de IO-'. On prend k -4. 

o. Calculer AI , A? , A, , A, et majorer A, . 
b. Déterminer un entier n tel que r,,, C 7 - 1 O-" . 
c. ti étant ainsi fui, calculer a lu précision 2 - IO-". On précisera I'algorithme utilisé pour calculer " 1  - et on 

r-1 P justifiera que la précision drrnandie est effectivement obtenue. 

111. Approximation de y pur dC*eloppemcnt de S en s6rie cntiire 

La méthode consiste h Cvaluer y en fonction de S (x) et R (.Y). en prenant x assez grand pour que 
R (x) soit petit et. x étant fixe. d'approcher S (.Y) b Ibidc d'un diveloppemcnt en sirie entiere. 

A partir de la formule (7). prouver que. pour tout nomhre r i r l  .Y > O. 1 s - R 4 - In 
. EVALUATION ASYMPWTIQUE I)E R (.Y). 

o. Montrer que. pour tout k 3 1 et pour tout aonibre r ie l  x strictement positif, 

(Lorsque k - I , on convient que RI - R .) 

b. Prouver que. dans ces m h c s  ronditionc;. (12) 

- 8  c 

c. hlontrer que. .Y etnnt fixe. 1 R A  (I) : - + 00 lorsqiie k - + 00 . (On p u r r a  minorer I'int6grale 

etque R, (x) /es t tqu iva len tB(k-  l ) ! ~  lorsquex- + m .  
X 

, APPROXIMATION DE S (x) PAR D~VEI.OPPEMLNT EN S ~ R I E  ESTIERE. 

a. Prouver que S est dtvelcippohle cn sCric entière sur a ,et que pour tout nombre réel x . 
X" 3 

X3 x 
S ( x )  - x - - + - + - + ( -  1 y - I -  + - 

2 * 2 !  3 . 3 !  P ' P !  
X" 

P ' P !  
xoissantc i partir du rang p- i.tI ,où  I.\1 désigne ta partie entière de X. 

b. On suppose disormais que x > 1. et on p s c  u,(x) 9 - . Montrer que la suite p - O, (n) est 

X' X " - I  

I ) " ( n -  I ) ( t 1 -  l ) ! .  c. Boit II un entier tel que I I  3 1.11 . On pose SJr) = x - - + - + (-  
2.2 ! 

. O D T E N l i 6 N  D'UNE GRANDE PRECISION POUR y. , 

On sc propise de dCcrirc deux mCthodcs de calcul d'une valeur dicimale approchée de y b la pr&j. sion 

1 
u. On prend k - 1. Déterminer un nombre entier x tel que R (x) , < - IO""'. Ce nambrr x étant 

3 
6. On prend k - x. Déterminer k de tcllc wne que R,(k) C - IO""'. Ces nombres x et k étant 

1 3 
ainsi fixé. dctermincr un entier JI tel que S (.r) - Sni.r) C - IO-"". 

I 
I 3 
3 ainsi finis. ditermincr un entier II ICI que s (.r) - S,(X I < - IO-"" . 

pour celui de R (x) - RI (A ). (II  n'est pas dcmandG d'ctudicr les prahlcmcs posés par Ics errcurs chrr6ndi.) 
c. Les nombres k. .Y CI II étant fiscs. expliciter des algcrrithmcc pcrkormnnts p u r  le calcul de S, ( x )  et 


