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SESSION DE 1988 CONCOURS EXTERNE

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES Durée : 5 heures

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans l'appréciation des copies. Les résultats indiqués dans I'énoncé peuvent étre utilisés par les
candidats pour la suite du probléme.

L'usage des instruments de calcul, en particulier des calculatrices électroniques de poche — y compris
calculatrice programmable et alphanumérique — a fonctionnement autonome, non imprimante, est autorisé
conformément 2 la circulaire n° 86-228 du 28 juillet 1986.

Notations et objectif du probléme
pel
On note (u,) la suite définie pour tout entier p 2 1 par la relation 1) ™= i I & .

La somme y de la série de terme général u, sappelle constante d'Euler et, pour tout entier n » 1, onpose

pen

+=
(2) ’ Yo ™ Z ll’ et r,- Z "’l .
p=1i penel

)n désigne par S et R les fonctions définies respectivement sur |—e, 4| et sur |0, +eo| par les relations

+ -y

3) S(x)-fl—'e-ldl et R(x)-I ‘Td:.

1] X

Enfin, on note I la fonction définie sur |0, + o] par la relation | ) T(x) = J " et de

0

l?ans. la‘panie I, on étudie la convergence de la série et des intégrales précédentes, on établit une
cpression intégrale de y a 'aide des fonctions S et R, et on relie y 2 la valeur de la dérivée I"de ' au Point 1.

La partie II décrit un procédé d'approximation de y par accélération de convergence de la suite (y,).
La partie Il décrit un autre procédé d'approximation dec vy, fondé sur un développement de S en
irie entiére et sur un développement asymptotique de R.

1. Définition et exprcssio‘ns intéprales de la constante d’Euler

1. CONVERGENCE DE LA SERIE DEFINISSANT Y.
}
p+1 )

-, !
a. Prouver que.pourtoutp > 1, 0<u < ""

Etablir que (y,) est une suite croissante, que cette suite converge et que 0 <ysi.

. 1"
b. Etabl . toutp> 1, - du.
ablir que, pour tout p . %) u, pr pupl L
11 1 1 !
En déduire que, pourtout p 3 2, 2 ;—’H_ ; (u,.<-i =1 p
ct que, pour tout entier n > 1, 1 1

— < —.
2in+ ). """ 2n

¢. On approche y par y,. Déterminer un entier n permettant d'obtenir la précision 10~ ; méme
question pour la précision 10~* . (On ne demande pas d'effectuer le calcul de v, .)

d. Pour tout enti 1 :
our tout entier n 2 1, on pose Yar ™ Ya + T 1) Prouverque 0 € ¥y = Yu € i
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e. Reprendre la questionc lursquom approche y par v, ; déterminer unc valeur décimale approchée de y a la précision 1072,

.. EXPRESSION INTEGRALE DE Y A L'AIDE DE S ET R.

1-¢"' T e
a. Soit fla fonction définie sur R par les relations : fln) = __’_e si (%0 et flO)=1., -

Montrer que f est continue surR . :

- wl,
b. Etablir la convergence des intégrales (3) ¢t prouver que S et R sont de classe C' I’CSPCCU‘C'“Cﬂt» surRetsurl0. + |

¢. Prouver que, pour tout entier n > 1, 1+ ) + 1 4+ 1= '1_" {1 -v_)"d;’
2 3 n " 1 4 )
A cet effet. on pourra calculer la somme P4l = v+ o+ (] = yft
] L]
. ! = e, (1) e, (¢)
d. En déduire que,pourtout n 3 |, ) s +l—lnn- ————Ldl‘J ——d¢,
2 n 0 t t t
ol ¢, est la fonction définie sur [0, ] par la relation 0 (1 1 .
e' - n .
e. Etablir que, pour tout nombre réel v, (6) 1+v<€e.
rl " ¢ ¢
/. Etablir que, pour tout n 3 1, et pour tout nombre réel rtel que 0 € 1 € n, ( - ?) e "< e (S e
. ! t
On pourra appliquer (6) en prenant v = —et v = — —.
: n n 2
~F_ -t
En déduire que, dans les mémes conditions, 0 et —enlr) € PR
g Montrer finalement que () y =S(1) =~ R(l).
3. EXPRESSION DE Y A L'AIDE DE LA DERIVEE DE I,
a. Etablir que, pour tout nombre réel x > 0, I'intégrale (4) est convergente. _
b. Pour tout entier n 3 1, 0n note I', 1a fonction définie sur J0, + [ par la refation F.(x) = J e ' dr.
tn

Prouver que I, est de classe C* sur |0, +|.
c. Montrer que T, converge vers T uniformément sur tout intervalle compact la, b) contenu dans - ]0, +=|.

et ' nrar.

d. Pour tout nombre réel x > 0, on pose F(x) = I s
LU

Etablir la convergence de cette intégrale. Prouve \
o g r que ' est de classe C!

i En particulier, @) ) - I..

e. A partir des relations (7) et (8), montrer Que ' (1)=—y-

sur ,0,"’-@, el que - F.

e ‘'Inedr.

1l. Approximation de y par accélération de convergence de la suite (y,)

Pour tout entier k 2 (). on désigne par g, la fonction définie sur J0. + 0| pur les relations

1
Q) = st A3 1 e q..m=!.
!

e+ 1) i+ Kk

Enfin. pour tout enticr j 3 1, on note N, le polyndme défini par les relations

NX)=X(1-X)2=-X)...((-1-X) st j®2 ct N, (X)=X.
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1. SOMMATION DES SERIES TELESCOPIQUES. o

On note A I'endomorphisme de I'espace E des fonctions numériques f continues sur ]0, +eo| et ten-
dant vers () en +0 défini parlarelation A f (x) = £ (x) = f (x + 1). :

a. Soit fun élément de E. Etablir la convergence de la série de terme général a, = A f(p). Calculer

la somme de cette séric et le reste i I'ordre n de cette série, c'est-a-dire YA fip),ounz> 0,

ponel

b. Calculer, pour tout k > 1, A @, ., . Etablir la conyergence de la séric de terme général g, (»), ous
P # 1, et prouver que. pour tout entier n > 0,

‘o

2. ACCELERATION DE LA CONVERGENCE : PREMIER PAS.
L'idée consiste 4 écrire le tecrme général 1, de la série donnant y, qui est équivalent a 25 comme
P

. . . . . ] '
somme de deux termes dont I'un est télescopique ct I'autre est de I'ordre de ? A cet effet, on part de la

par une constante en écrivant que 1 1 1 1-u _

formule (5) et on approche, sur |0, 1] . Py
p-ku-p"'l p+1lp+u

u

1 1 "N
a. Montrer que, pourtoutp > 1, =5 Pip+ l)+p(p - IJ pz_:lzdu.
0
. ]
b. En déduire que, pour tout n 3 J, ) "-m + 1. ou 0<r, < YT
n

3. ACCELERATION DE LA CONVERGENCE : K-1EME PAS.

]
Pour tout entier j > 1. on pose ¥ -I N; (u) du.
[ L]

a. Montrer que. pour tout entier k 3 1 et pour tout entier p 3 1.

- : 1 "N, ()
A A: + ..+ M + P VU Ppp=— . J = A
M A D) P DD T T ppr Nk P Plp+ D (p+ R}, p+u

b. Etablir enfin que, pour tout entier k 3 1, ¢t pour tout entier n 3 1,

1| lz B - )“
- + .+ * .
10) PR 2 Din+ 2) Kin+ D(n+2)_(as ) =

,! ) Ao .
on 0<r,< (k+ Dnln+1) .. (n+ k)

c. A partir de (10), construire une suite (y,,) telle que.pourtoutn > 1,0 € y -y, € 1y, °

. CALCUL DES NOMBRES A, PAR EMPLOI D'UNE SERIE GENERATRICE.

. (n—-1)! A< n!
a. Prouver que, pour tout entier n 3 1, ——6—‘ M€ -
. . 3 l2 2 a=1 A- L]
En déduire le rayon de convergence de la séric entiere T+lx=-x+ L +(-1) —x+

Soit G (x) la somme de cette série.

b. Ecrire le développement en série entitre de la fonction x = (1 + x)* ol u est réel stn’clgmem
positif, et ol | x| < 1. Prouver que, x étant fixé, on peut intégrer lerme a terme par rapport a u sur Finter-
valie |0, 1] . En déduire que,six ¥ 0, 6

. ) — .
¢ In(1 + a)
c. Expliciter un systeme linéaire triangulaire permettant de calculer les nombres b, par récurrence.
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5. APPLICATION NUM

On se propose dobtenir une valeur décimale approchée de y a la précision de 107%. On prend k=4.
a. Calculer A, , Ay, Xy . A, et majorer, .

b. Déterminer un entier ntel que r,, € 7- 107",

. . . Py . . o @ - , . "
¢. n étant ainsi fixé, calculer y,, a la précision 2-10", On précisera l'algorithme wutilisé pour calculer .,_1 eton

- . ... . . rel p
justifiera que la précision demandée est effectivement obtenue.

IIl. Approximation de y par dé eloppement de S en série entiére

La méthode consiste a évaluer Y en fonction de S (x) et R (x). en pren
: ‘ [ XX neti x). ant x assez grand pour que
R (x) soit petit et. x é1ant fixé, d'approcher § (%) a laide d'un développement cr‘: série entiére, s pouT Q8

I. NOUVELLE EXPRESSION INTEGRALEDE Y .

A partir de la formule (7). prouver que. pour tout nombre réel x > (), ¥2S()-Rix-Inx.

. EVALUATION ASYMPTOTIQUE DE R ().

a. Montrer que, pour tout k # 1 et pour tout nombre réel x strictement positif,
LS (=)' . a-0 T’
1) R{x)=e’ X —;—,—,——+R‘(.\-). ou Ry(a) =(=1) (k= 1I)! 7(!1.

FAAll ]

(Lorsque k = 1 ,on convientque R, =R )

b. Prouver que, dans ces mémes conditions, (12) iRylx) € (k= 1)! e—"
x

et que "Ry (x}i est équivalent & (k ~ l)!e;-;- lorsque x = '+ o,

. Montrer que, x étant fixé, |R, (x); = + o lorsque k = + ® ..(On pourra minorer lintégrale
lonnant R, en intégrant sur |x, 21}.)

Montrer enfin que 'R, (k)! & 8%, Accteffet.on éwbliraque Ink! & (k+ D)ink=k+1.

. APPROXIMATION DE S (X) PAR DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE.

a. Prouver que S est développable cn séric entiére sur  , et que pour tout nombre réel x.,

h 3
x° X -1 X
-y - bt e (=) —— -
S =x=337% 33 e

x" .
b. On suppose désormais que x > 1, et on pose a,(x) = p—;-' . Montrer que la suite p = a,(x) est

:roissante 3 partir du rang p= |1} , ou |y désigne la partie enti¢re de x.

b n-1
i X N X
c. Soit nun entier tel que 1 > |x] . On pose S.(x}) = x - 3-21 +=+(=1) m
a _n=1

X

Prouver que |S(x) — S.(x}i <
nn:

;e puisque ;S (x) - S.(0), <€ —

. OBTENTIGN D'UNE GRANDE PRECISION POUR Y. .

On sc propose de décrire deux méthodes de calcul d'une valeur décimale approchée de y a la préci- sion 1071,

a. On prend k = 1. Déterminer un nombre entier x tel que R{x), € 31 10™"™ . Ce nombre x étant

ainsi fixé. déterminer un cntier ntel que S(x) = S,ix}) < 3 10-",

| R ,
b. On prend k = x. Déterminer k de telle sorte que R, (k) € < 107" . Ces nombres x et k étant

B

ainsi fixés. déterminer un entier ntelque’ S (x) = S,(x) € 3 "™,

c. Les nombres k. x et n étant fixés. expliciter des algorithmes performants pour le calcul de S, (x) et
pour celui de R (x) = R, (x). (11 nest pas demandé d’ctudicr les problemes paosés par les errcurs d'arrondi.)




