Corrigé mines math 1 2021
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Résultats préliminaires
n |
1.nl ~ (2) V2nm, donc €, = nnL -1 — 0
n—-+4oo e <7> 27‘L7T n—-+oo
n\" N
On a donc n! = (—) V2nm (1 +¢,).
e
—1 A
2. Pourx e R, \e + p— 1 < [Az + p] < Az + p ce qui donnequea:%—u)\ < L x;—,uj §x+§
A
par passage a la limite, on a lim M =z #0
A——+o00 A
Donc [Az + p] ~  Az. De méme pour [Az + p].
A—+00
1
3. ® est continue sur Ret ®(t) = o -—— | et t — —— est intégrable sur R, donc ® l'est
t—+00 14 ¢2 + 2
aussi.
z? 1
4. ¢ (z) = (1+=x) <:p—2—|—0(x2)> :x+§$2+0(1‘2).
Etude asymptotique d’une suite
( n )pk-l-lqn—k—l
P(X=k+1) \k+1 (n—k)p P(X=k+1) . .
5. = = , donc —————> < 1 si et seulement si
P(X =k) n\ oo (k+1)q P(X=k —
L prq
np—q <k.Onawx, = [np—ql, donc pour k > z, , la suite (P (X =k));>,, est décroissante
et la suite (P (X = k));<,, est croissante. Par suite
Jnax, (P(X=k)=P(X =ux,).
6. On ax, — 1 <np—q <z, la deuxiéme inégalité entraine que lim =z, = 4o0.
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n—xp,>n—np+q=(1—p)n+q— +oo ( puisque p < 1).
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D’autre part z,, ~ np et NZ%n _q _In —1—p=q#0,doncn—=x, ~ gn. On a alors
+o0 n n +oo
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7. Pourn>max(p q> ona = p>—1et p n>—1,d0nc§<np>etc< p n)
q p ng np ng
ont un sens.

Tn

Ty — NP
()
Donc e np —()
np
_nqc(lJrnp—xn) _ _nq((p+Q)n—xn)ln<(p+q)n—xn>
nq ng nq
n— 2,
g = — — Tll
= Mn( np >

()

—ng¢ < — n) n—uax, \"" "
Donc e ngq = n) . I1 suffit de maintenant de faire le produit.
np

— Ty — N 1-—-
. De la définition de la suite (z,),, découle 'encadrement —1 < —4 < == P - q’ donc
np np np

— 0, ce qui donne par la question 4. du préliminaire que :
np n—-4oo

_ _ 1 _ 2 _ 2
e (25) () e (52))]
np np 2 np np

La suite (x, — np),, est bornée, donc

Ty — NP

Ty — T
—an< nnp p> =—x,+np+o(l)

De méme —ng( <xn — np) = —Z,+np+o(l). Donc
ng

Ty —N Ty —N
o () < () <o 0
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A T'aide des questions 6. et 7. précedentes, on a /npgp, — ——.
V2T
Convergence en loi
-~ On a X, (©2) = {0,1,...,n}, donc Y, (Q) = {7y 0<k <n}, de plus P (Y, =7Tpi) =

P(Xn,=k)= <k>pkq” k.

— Y, () est fini, donc Y;, admet une espérance et une variance. Par linéairité, on a E (Y,,) =
1
E(X,) - =0 ( X, suit loi bindmial t Var(Y,) = —V (X,)=1.Y, est d
o (E(X,) —np) ( X, suit loi binoémiale) et Var(Y},) p— (Xn)  est donc
centrée et réduite.
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[nq lal va av/q
b—a,doncb <, /— =71y pet —— < {/ndonc ———= < /n,
P N/Y vn VD vn

.Ona1yo =

ma"(( —:)f Vi P

1
>~ d
vn> b—a)ypi

np

ce qui donne que —, /| —
q

I
5 8l
=

<a



10. k, (t) = k si et seulement si L, /npqt + an = k ce qui est équivalent & k < \/npgt +np < k+1

k—np <t<k+1—np
ou encore a =Tpk < ————— = Tp k41
N N "

Donc k,, (t) = k pour 7, <t < Tp 11, la fonction &, est donc en escalier.
Pour 7, <t < Ty pt1, €n(t) = Ty donc e, est en escalier.
Soient t,t" avec t < t', alors ky (t) < k, (t') (¢ +— [t] est croissante), donc ey, (t) = Ty k, (1) =

kn (t) — kn (t') —
n(t) —np < n () —np = e, (t') .D’ou la croissance de e;,.
Vg N
On a ky (t) < /Apgt +np < ky (t) + 1 d w=Fnl=m gy L
na n n onc e =—7 e .
1
D’apres 'inégalité précédente, 0 < t—e, (1) < — 0, donc la suite (e,),, est simplement
npq n—-+oo
convergente vers t — t.
k — kn (D) +1 —
11. D’aprés la question précéente 7, 1. (q) = M =en(a) — aetTpp (41 = M =
X Vg n—-+oo Vg
en (b) + o n—>_-l>—oo bet F:x [ ®(t)dt est continue
Tn,kn (b)+
Donc / B t)dt = F (Topnv)+1) — F (Trsn@) —  F(b) — f P (t
T”,kn(a) noteo
Tn,kn(b)+l k+1 kn b) Tn k+1
Ona/ Z / fn (t)dt = /npq Z / Y, =e,(t))dt
Tn,kn(a) k=kn(a) Tn,k
Pour 7,1 <t < Tpk+1,0n a ey (t) = Tp k41 donc
Tn,k+1 Tn,k+1
/ P (Y, =en(t)dt = / P (Y = mops) dt = (Tapss — 7o) P (Yo = g
Tn,k Tn,k
_p(y, )
= = T,
\/W n n,k+1
Ce qui donne
kn (b) kn (D)
Tn,kn(b)+1
/ fo@dt=yapg S (nkst = mak) PVa = Tpit) = > P (Yo = rosn)
7,kn (a) k=kn(a) k=kn(a)
D’ou I'égalité
Tn,mn(b)+1
/ fu () dt = P (en (a) < Y < e (b))
Tn,mn(a)
k
12. On a f (Tn k) = /PGP (Yn = en (T k) = /npgP <Yn = N > VnpqP (X, = k)

n!
Donc fp (Tnk) = \/npq<k> kgn=Fk = /mpq mpkq"*k. Puis par le résultat du prélimi-

naire, on a

(E)n V2nm (1 +¢ey)
fn (Tn,k) = Vv 1pq k A & & n—k pkqn_k
e) V2km (1 +ex) (n > 2(n—k)m (14 ¢ep_k)
_ n2 prq"* 1+e,
N kE(n—k k<n_k>" F(14er)(14+en—k)
n



13.

14.

15.

D’apres le prélimaire, on a ky, (t) ~ donc k, (t) =np+o(n).
n—-+0oo

2
On adonc n—*k, (t) = (1 — p) nt+o (n) = gnto(n) L Ce qui donne que e (12171 D) e

2 2
pan . pgn
pan? \/ o (£) (0 — ki (1))

On a ky, (t) — 400 et n — ky (t) — 0 donc e, ;) — 0 et €, () — 0 ( comme suites extraires

1
de (e,) qui tend vers 0), et donc lim +en
n=too (14 e, ) (14 Enkuv)

Pour k € {0,1, ..., n}telquemax{‘/ ,/ }\Tnk]<1 ona—1<‘/prnk<1et
np’
1<, / Tn,k, donc il est 1égitime de calculer ¢ (1 [ — 9 —Tn k) et ¢ ( ka) .
ng np
Maintenant on a —np( <‘ /q7n7k> = —np (1 + / —Tn k> In <1 + 4 /an’k>
np np np
<1+ /an’k>:<1 k—np Q>:<1+k—np>:k
np v/ 1Pq np np
q k E\F
Donc npl <‘ /Tn7k> =kln () =1In <>
np np np
De méme (1— ‘/p7n7k> = (1— k—np p> = (1— k—np) = <(p+q)n—k> = n—k
ng npq y ngq ng ng ng
—k —k —k
Donc —ng( (1 /an,k> = —ng <n > In <n > =(k—n)ln <n )
np ng ng ng
—k
Ce qui donne que —nq(¢ (‘ /quk) =1In (n ) nq
np ng

On a donc

q q i k—n
e—”PC( inn,k> _n‘IC(\/;Tn,k) _ <k)_ <n—k> ng _ pkqn—k

phn (0 gn—hn(t)

) )

On a Ay, (t) = exp [—HPC (\/nTan,kn(t)> —ngQ (ﬂm,kn(nﬂ

Je cherche a utilise de le DL de (, pour cela on a besoin de justifier que irmkn(t) — 0
\/ np

=1.

3

@

Posons A, (t) =

N p q
et de méme ‘/n—qukn(t) — 0. On a k, (t) < /npgt + np < k, (t) + 1 donc ,/n—mekn(t) =
i kn (t) —np

.
np  \/npq  n—+oo
—_——

bornée
Maintenant & I’aide de développement limite de (, on a :

[q [q 1gq 2 1
—np( ( in”’k”(t)> = —np [ n*an,kn(t) + 57) (Tn kn(t)) +0 <n>}

TR -mw 14 1
B np{ np  \/npq +2np(7"k"(t)) +O<n>}
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0. De méme pour la deuxiéme.



p [P lp 2 1
—nqq <— ann,kn(t)> = —nq [— ng " + 2ng (Tnkn(ry)” +0 (n)]
P

(

De méme

_ kn(t) —mp 1p 2 1

= ng | [EE S S o) o (5

1 2 1
Donc In A, (t) = —3 P+ ) (Tag ) +o(1) = —5 (en (1))* 4+ 0(1)
2

Puis a l'aide de la question 11, on a hr+n InA, (t) = )

p n kn(t) _ﬁ

kn (t En (t) n—kn(t) nﬂjoo
(=) < )

16. — fu(t) = /npgP (Y, = )) \/WP( n = Tnk,(t ) \/WP( Xn = kn (1))

n!
Donc f, (¢ npq phin () gn—hn(t)
Y O = e O .
(—) 2nm
€

Par suite

D n ~ En(t) ,n—Fkn(t)
onc fy (t) W VTP o (£)) 00 n— oy (1)) ") pnitg
2k (6) (" 27 (0 — o (D)
e e
D; < 1 . 16 1 k”(t) n kn( ) t2
apres la question 16, on a nirfw () ) w TR eXP (—2)
n n
V2
D’autre part ona k, (t) ~ mnpetquen—k,(t) ~ gn,donc VPGV nT N
n—-+o0o n—-+oo \/27rk )\/271' (n — kn (t)) n——4o00

VrpgViz2nm 1
V2mnp\/2mgn 21

donc

17. — On a f, (t) — @ (¢) pour tout t € [a,b], reste & donner une domination pour intervertir la
limite et 'intégrale.
On f, (t) = \/npqP (X, = ky (t)) < \/npgp, ( d’aprés la question 5. du préliminaire puisque
pn = max P (X,, = k). D’autre part la suite ,/npq est convergente( d’aprés le préliminaire) et
donc elle est majorée. Soit C' un majorant de la suite (\/nT?q ”)n
On a donc 0 < f, (t) < C pour tout ¢t € [a,b] et (fy), converge simplement vers ®. Donc
d’apres le théoréme de la convergence dominée, on a :

nggklébﬁl@)dt:gébé(ﬂdt

T, kn (b)+1 +o0
18. = On a P(en (a’) <Y <e, (b)) = / In (t) dt = / gn (t) dt ou g, (t) = fn (t) X1,
n,kn (a)

—0o0

n

ou Xy, désigne la fonction indicatrice de I, = [Tn kn(a)s T ks (b)+1] Ona lim 7,1 =
) k) 3 n— +OO n
im en@) = aet Hm 7op@1 = WM 7pp,0)40 =0, done g(t) = lim g, (t) =0

n—-+o0o

pour t ¢ [a,b] et g(t) = 1ir_£1 gn (1) = 1ir_ir_1 fn(t) = ®(t) pour t € [a,b].De plus 0 <

gn (1) < @ (t) , avec ® intégrable sur R. D’apres le théoréme de la convergence dominée, on a
+oo

MnPwM®<Y<%®»:/ g(tydt = [P (1) dt
—0o0

—Onaey(a)<a<e,(b)<b ona

Pa<Y,<b)="Plen(a) <Yn<en(b)+ Plen(b) <Yn<b)—Plen(a) <Yn<a)



Xn_np )

OnaPle,(b)<Y,<b)=Ple, ()< —<b
(en (5 Ve ) = P (o0 < 22

= P (/npgen (b) + np < X, < by/npq + np) = P (ky (b) < X,, < by/npq + np) et comme X,

est a valeurs entiéres, donc
P (kn (b) < Xn < by/npq + np) = P (Xn = kn (b)) < pn

Par le résultat de 8, on a p, ~ — 0, donc 1ir_ir_1 P (e, (b) <Y, <b) =0 puis de
n—-roo

1
v 2mnpgq

fagon analogue ligr_l P (en (a) <Y, <a)=0. En passant a la limite dans I’égalité du départ,
n—-—r+oo

n—-+o0o n—-+o0o

b
onaalors lim P(a<Y, <b)= lim P(aSYngen(b)):/q)(t)dt.

Applications

19. D’apres la question 18, on a P(a <Y, <b)=P(a <Y, <))
Pour tout 7> 0,ona P(-T <Y, <T)=P(-T<Y,<T)=P(|Yo|<T)=1-P(|Y,| >T)
Ona E (Y,) =0 et Var(Y,)) =1, donc par I'inégalité de Bienaymeé-Tchebychev, on a

1
P(|Yal =T) < T2

1
Ce qui donne que P(-T <Y, <T)>1- T2 puis on passe a la limite lorsque n — 400, on a
T

1
alors, a l’aide de la question 18, / O (t)dt >1— T3
-7

T T
/ O dt= lim P(-T <Y, <T) donc/ (1) dt < 1.
-T T—+o0 -T
T

1

On a donc pour tout T > 0, 1 — 72 < / @ (t)dt < 1, on fait tendre T vers +oo, on a
-T

[ (t)dt = 1.

20. On a lir_~r_1 Peno<Y,<en(b)=P(—00<Y,<b)=P(Y,<D).

D’autre part lim P (e, <Y, <ey (b)) = ffoo ® (t) dt, donc
n—-+00

b
lim P(Yngb):/ B () dt

OnaP(YnZa)zl—P(Ynga)Hl—/

—0o0

B (1) dt = / o (1) dt.

Généralisation

21. — ¢’ est continue ne s’annule pas, donc garde un signe constant par suite ¢ est strictement
montone. Si ¢ (R) =R, alors ¢ est bijective de R sur lui-méme
Si ¢’ > 0 alors ¢ est strictement croissante, dans ce cas

e~ 1(B)
Pla<2,<0) =Pl @<rize @)~ [ e

Puis par le théoréme de changement de variable, on a

B d (ot (u)
1

Pla<Zn<b)~ R (D)

du:/j\IJ(u)du



Ou ¥ (u)

Si ¢ est décroissante, P (o < Z, <) = P (¢ *(B)

ff Uy (u) du ot les mémes calculs sauf que ¥y (u)

C @opl(u)

P (ot (u))



