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EXERCICE 1

X est une variable aléatoire a valeurs dans N d’espérance finie.

Q1 . Exprimer, pour k£ non nul, P(X = k) en fonction de P(X >k — 1) et de P(X > k).
Démontrer que pour tout n € N, 37 kP(X = k) = Y7—) P(X > k) —nP(X >n).
Démontrer le résultat de cours : E(X) = >, P(X > k).

Solution:
eOna(X>k—-1)=X=kKkUX>kKet(X=kKNX>k) =0donc P(X >k—1) =
P(X =k)+ P(X > k) et finalement,

PX=k) =P(X>k—1)—P(X >k)

e On obtient alors

D kP(X =k) = Y k(P(X>k—1)—P(X >k))
S kP(X >k—1)— Y7 kP(X > k)
iq(k+ DP(X > k) = >3 kP(X > k)
o P(X >k)—nP(X >n)

e Il s’agit en fait de montrer qu’'on a nP(X > n) — 0 lorsque n — +o00. Or, comme X est
d’espérance finie, on a convergence de Y k(PX = k) et donc convergence de son reste vers 0.
De plus, nP(X > n) =n) ;= | P(X = k) donc

0 <nP(X >n) Z kP(X
icn—l—l

TV
—0

Par théoréeme d’encadrement, on a nP(X > n) — 0.

Q2 . Soit n € N*. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On effectue, de fagon équiprobable,
p tirages successifs avec remise et on note X le plus grand nombre obtenu. Calculer, pour tout entier
naturel k, P(X < k), puis donner la loi de X.

Solution: Pour ¢ € [1,p], on note X; le résultat du ieme tirage. Comme les tirages sont successifs
avec remise, Xi,...,X, sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi

U1, n]).
On a X(Q) =[1,n].
Soit k € N :
e Sik>n,ona P(X <n)=1.

e Sik=0,onaP(X <k)=0.
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e Sike [l,n],ona P(X <k)=P(N_(X;<k)) =]l P(X; < k) par indépendance de

X1, Xa,...,X,. Finalement,
k? p
P(X <k)= <—)

n

En raisonnant comme dans la question 1, on obtient, pour k € N, P(X = k) = P(X <k)—P(X <
k —1). On obtient alors

Q3 . Calculer lim,, . % ZZ;S (%)p, puis en utilisant la Q1., déterminer un équivalent pour n au
voisinage de +oo de E(X).

Solution: On reconnait une somme de Riemann associée a la fonction continue f : x € [0, 1] — a?.

Ainsi,
n—1
1 " ! 1
lim —Z(—) :/ 2Pder = ——

n—too L=\ 0 p+1
X est une variable aléatoire a valeurs dans [1,n] et ainsi d’espérance finie.
On a donc, par la question 1, B(X) = 32,2 P(X > k) et méme E(X) = S 1—, P(X > k).
Cela donne E(X) = Y3 (1 — P(X < k)) =n(l — 1 370 P(X < k).
Or, selon la limite précédente, %Zz;é P(X <k)— z% donc 1 — L3I P(X < k) — £ et

n p+1
finalement,

p
E(X) ~pgoo n——
(X) g s

EXERCICE II

On considere les équations différentielles :

(E): 2*y" +4zy + (2—2*)y=1

(H): 2%y + 42y + (2—2?)y =0

On note I =]0, +oo[, S(E) 'ensemble des solutions de 1'équation (E) sur [ et S;(H) 'ensemble des

solutions de 1'équation (H) sur .

Q4 . Donner, en justifiant, la dimension de 1'espace vectoriel S;(H).

Solution: Sur I, on a (H) : y" + 1y/(z) + 2;§2y = 0. C’est une équation différentielle linéaire
d’ordre 2 homogene et normalisée. Par corollaire du théoreme de CAUCHY linéaire, S7(H) est de

dimension 2.

Pace 9
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Q5 . Démontrer qu’il existe une unique solution f de (E) sur I développable en série entiere sur R.

chz—1
22

Vérifier que pour tout = € I, f(x) =

Solution:

e Soit (a,) € RY. On suppose que la série entiere Y a,x"™ a un rayon de convergence R = +00.

Pour z € R, on note f(z) = :OB a,x"™. On sait qu "alors f est deux fois dérivable et qu’on a

pour z € R, f'(z) = 37> na,x" ! et f”( ) =Y % n(n — 1)a,a" 2

Si f est solution de (E), alors pour tout z € I, 22f"(x )—i—4:vf’( )+ (2 — xZ)f( ) =1. Or,

pour z € I, on a x%f"(x) + 4z f'(z) + (2 — 2?) f(z) = Y. 25 n(n — Dayz™ + 372 dnaza™ +
::5 2a,x" — Z:{S Apy_ox" ie

+oo
22 f"(z) + 4z f'(z) + (2 — 2°) f(z) = Z (n(n — 1)ay + 4na, + 2a, — an—2) =" + 6a12 + 2ag

NS
n=2

~—
(n+1)(n+2)an—an—2
Par unicité des coefficients d’une série entiere, on a

1

ap = 5
a; =0
Vn e N a9 = man
Ainsi, pour n € N, on a ag,+1 =0 et ag, = m
Pour x € I, on a donc
flz) = :(X()) (221122)71

1‘2 Zn 0 ( 2n+2)‘

= (ch(z) - 1)
On a prouvé l'unicité de f sous réserve d’existence.
s . s N 2n . . .
e Réciproquement, la série entiere ﬁ a bien un rayon de convergence infini et selon les

2'n

calculs faits juste avant, x € I — 320 GEntal

57 est bien solution de (E) sur I.

On a bien montré l'existence et 1'unicité d’une solution f de (E) sur I développable en série entiere
sur R et obtenu que pour z > 0, f(z) = % (ch(z) — 1).

Q6 . On note pour = € I, g(z) = —% et h(z) = L.
On admet dans cette question que g € Sy(E) et h € S;(H).

Donner, sans calculs, I’ensemble S;(E).

Solution:

e On a f — g solution de (H) sur I.

Pace
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e Montrons que (f — g, h) est une famille libre de R!. Soit (a,b) € R? tel que a(f — g) +bh = 0.

Alors, pour tout x > 0, ac};@ +65hw@ = 0 c’est-a~dire, ach(z) + bsh(x) = 0. En faisant x — 0,
on obtient a = 0 puis b = 0.

e (f—g,h) est une famille libre de S;(H) qui est de dimension 2 : c¢’est donc une base de S;(H).

e ¢ est une solution de S;(E) donc, d’apres le cours,

SI(E) = {CL(f _ g) +bh+gv (a7b) = R2}

Q7 . Quelle est la dimension de 'espace vectoriel Sg(H) (solutions de (H) sur R )?

IT existe de nombreuses méthodes pour déterminer la valeur de

Solution:

e En raisonnant comme sur R* , on obtient Sg+ (H) = {z < 0 — cd;@ + dS};@, (c,d) € R?}.

e Soit ¢ € Sg(H). 1l existe (a,b, c,d) € R?* tels que

Vo > 0,¢(z) = ad;(f) + bS};(f)
et
Vo <0,¢(z) = cCh(x) + dSh(m)

2 2

Lorsque  — 0, on a ach(z) + bsh(z) — a donc si a # 0, ¢ n’a pas de limite finie en 07 ce qui

n’est pas possible puisque ¢ est continue en 0. De méme, ¢ = 0.

sh(z)
2

Puis, comme, au voisinage de 0, %, de méme, pour que ¢ ait une limite finie en 0, il

est nécessaire d’avoir b = d = 0.
Finalement, ¢ = 0.
Réciproquement, cette fonction convient.

On a

PROBLEME

+oo 1
n=1 n2-

Ce probleme propose deux méthodes différentes de recherche de la valeur de cette somme.

Q8 . Question préliminaire

Si on admet que s =

oo 1 9

+oo 1 2
8 n=1n2 *

n=0 @D — 5 due vaut la somme

Solution: On sait déja que la famille (- ),en- est sommable (puisque que la série > # est con-

n2

vergente et a termes positifs). On note S sa somme.

Pace 4
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Partie 1

Q9 . On note, pour tout entier naturel n, W, = fO% (sinz)"™ dx.

Calculer la dérivée de la fonction z + (sinz)"*!, puis déterminer une relation entre W, o et W,.

227 (pl)?

En déduire, pour tout entier naturel n, que Wy, 1 = G

Q10 . Déterminer sur Uintervalle | — 1, 1] le développement en série entiere des fonctions z +—
x — Arcsinz.
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+o00 (2n)! 2n+1
n=0 227(n!)2(2n+1) ’

Q11 . En déduire que pour tout x € [0, g[,x = (sinx)

Q12 . Justifier que fO% [ oo Gl (gip m)2"+1] de =572 fo P D) 2 (gin z)20 ! dg.

n=0 227 (n!)2(2n+1) n!)2(2n+1)

Q13 . En déduire la valeur de > L.
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+oo 1

Solution: Le calcul précédent donne f()% rdr =) ., @)

s i€

+o0o

D’apres la question 8,

+oo 1 B 7T2
- 1n2 G
Partie 11
Q14 . Donner sur lintervalle | — 1,1[ le développement en série entiere de la fonction = ﬁ, puis

calculer I'intégrale fol L da.

On donnera le résultat sous la forme de la somme d’une série numérique.

Solution:

e Pour z €] — 1,1[, on a 2? € [0, 1] donc 5~ = — >0 2.

e On applique le théoreme d’intégration terme a terme. Pour cela, pour n € N, on pose

:x €]0,1[— —2®Inz et f:x €]0, 1]~ PL.
1

e > f. converge simplement vers f d’apres le début de la question

e les f, et f sont continues par morceaux

e les f, sont intégrables : car, pour n > 1, sont continues et ont une limite finie en 0 et
en 1 et fo = —1In est intégrable sur |0, 1] car continue, a une limite finie en 1 et, en 0,
Inz = o (\/LE) avec > 0 — \}5 intégrable en 0. De plus, fo |fn(t)|dt = fol fn(t)dt

Notons-la I,,. Pour la calculer, on effectue une intégration par parties en posant u(t) =
t>"*1 et v(t) = Int. Comme uv a une limite finie en 0 et en 1 (elles Valent 0),on peut

réaliser une intégration par parties et on a fol —t Intdt = 01 2t2;1dt @ +1)

o Zfo | fr(t)|dt converge car > & +1)2 converge

On conclut que f est intégrable sur |0, 1[ et qu'on a

/f t)dt = f/ —?" Intdt = Z<2 11)

+00 Arctan(xt)
0 1412 d

Démontrer que la fonction f est bien définie et est continue sur 'intervalle [0, +ool.

Q15 . On pose pour z € [0, +oo[, f(z) =

Pace 7
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Solution: Notons ¢ : (z,t) € RT x R Arclt+1tl§m. On applique le théoreme de continuité des
intégrales a parametre :

e Pourt >0, z € RT — g(z,t) est continue

e Pour x € RT, ¢t > 0 — g(z,t) est continue (par morceaux)

e Domination : soit (z,t) € Rt x R%, on a |g(z,t)] < % —— est continue et

intégrable sur R7 .

et p:t >0+

2 1+t2 1+t

On conclut que f est continue sur R*.

Q16 . Etablir que cette fonction f est de classe C' sur l'intervalle 10,1] et exprimer f’(x) comme une
intégrale.

Solution: On applique le théoreme de dérivation des intégrales a parametre :

e Pourt > 0,z €]0,1] = g(z,t) est de classe C! et pour (z,) €]0, 1] xRY, 2(z,t) = m#
e Pour z €)0,1], t > 0 — Arclti—%xt) est continue (par morceaux) et intégrable (fait dans la

question précédente)

e Pour z €]0,1], £ > 0 £ ( e T est continue (par morceaux)
. Domination . soit Ja,1] CJ0,1], (z,t) €la,1] x RY, (a: t) < chpmm et ¥ it >0
= +a2 =i jﬂ est continue et intégrable sur R* : en effet, 1 a une limite finie en 0 et en 400,

¥(t) ~ = qui est intégrable en +o0.

On conclut que f est de classe C! sur |0,1] et qu’'on a pour z €]0, 1],

! e t
fle) :/0 Aredire)

Q17 . Réduire au méme dénominateur l’expression 1%&2 — lft%xz et en déduire que pour tout =z €
0, 1[, f'(x) = 2=
z2—1"

Solution:

o _t_ _ 22t (1—z?)t

1+¢2 1+22t2 — (1+¢2)(1+=22t2)
e Soit x €]0, 1].
1 +too ¢ z2t
fz) = 2 o e readt

= S [iIn(1+¢)—iIn(1+ t2x2)}goo

= In 22 o~
T 2(1-22) 1+¢222 0

[N}
~
[
—
8
¥
N
—
=
—~
8
1
~

Pace K
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+oo 1
n=1 n2"

Q18 . Calculer f(1), puis en déduire la valeur de

FIN

Pace O



