CMP PSI Premiére épreuve de mathématiques (3h)

Quelques inégalités de convexité autour du déterminant

Partie 1 : Questions préliminaires

1. Soit S une matrice de S, (R), et (A, X) un couple (valeur propre,vecteur propre) de S.
(SX|X) vaut || X|?, et c’est un réel positif. Donc, puisque X # 0, A > 0.
Réciproquement, si toutes les valeurs propres de S sont des réels positifs, alors il existe une matrice
diagonale A & éléments positifs et une matrice orthogonale P telle que S = PDPT (théoréme
spectral appliqué a la matrice symétrique réelle S), et, pour toute matrice colonne X,

(SX|X)=XTPTDPX => Ay},
i=1
Y1
ou PX = | 1 | etles \; sont les éléments diagonaux de D (c’est-a-dire les valeurs propres de 5).

y'fl
Sur cette expression, on constate que (SX|X) > 0.

2. Si A et B sont deux matrices de S, (R) (resp. S, T(R)), et ¢ un réel de [0, 1], pour tout X €
M,1(R)\ {0}, XT(1-t)A+tB)X = (1 —t)XTAX +tXTBX > 0 (resp. > 0) car les deux
coefficients ¢ et 1 — ¢ sont positifs, et au moins I'un d’eux lest strictement. On en déduit que
ST (R) (resp. S;FT(R)) est une partie convexe de M, (R).

L’opposée d’une matrice non nulle de S;F(R) (resp. S;"T(R)) n’étant pas dans S;f (R), ce ne sont
pas des sous-espaces vectoriels de M,,(R).

3. Soit A € S+ (R). D’aprés le théoréme spectral, il existe une matrice diagonale D a éléments
diagonaux strictement positifs et une matrice orthogonale P telle que A = PDPT. Si D =
diag(dy,...,d,), on note § = diag(\/dy,...,v/d,), et on constate que A = S? avec S = P§PT.
Enfin, S € S T(R) puisqu’elle est symétrique (on le vérifie facilement) et de valeurs propres
strictement positives (ce sont les réels /d;).

4. Pour p = 1, I'inégalité est évidente, et la définition de fonction convexe donnée en préambule valide
I’inégalité pour p = 2.

Supposons alors que, pour un entier p > 2,

p p P
V(@1,. . p) €17, Y(A1,. . M) € (Ry)P tel que D A;j=1, f (Z Am) <) O Nif (i)
=1 =1 =1
p+1
Soit alors (z1,...,2p, ¥ps1) € IPTL, et (Ar,.., Ap, Apy1) € (Ry)PHL tel que A = 1. On dis-
=1
tingue deux cas :

e si A\pr1 = 1, alors, pour tout 4 < p A\; = 0, et on se raméne évidemment au cas p = 1.
p+1

p
e si A1 < 1, alors p o= Z)‘i =1—-)py1 > 0, et f <Z /\Z-;vi> = f(py + Apt12Zpt1), OU
i=1 i=1

LINY
I

i—1 P
Comme pt + Ap11 = 1, par convexité de f, il vient

pt1
f (Z Aﬂz‘) < uf(Y) + AprrTpia,
i=1

P
A
puis, par hypothése de récurrence, sachant que Z =1,
i=1

p+1 p+1
f (Z Ai%) <Y ONif (i),
i=1 i=1



Partie 2 : Une premiére inégalité de convexité

5. D’aprés le théoréme spectral, M = PDPT ot D = diag(\1, ..., \,) et P € O,(R). Alors Tr (M) =

D i et det(M) = ﬁ A
i=1 =1
1

n n
Il s’agit donc de montrer que %Z A > (H )\i> " (comparaison des moyennes arithmétique et
i=1 i=1

géométrique de n reéels).

On distingue deux cas :

e si M est non inversible, alors I'un des A; est nul, et 'inégalité est évidente, les A; étant positifs
ou nuls.

e si M est définie positive, tous les A; sont > 0. On utilise alors I'indication de I’énoncé : © — — In(x)

est convexe sur R, car deux fois dérivable a dérivée seconde positive. Donc, d’aprés la question 4,

1
et en prenant A\; = — pour tout i € [1,n],
n

—In l Y )\i> <—l Y In(A;).
En composant par ’exponentielle, croissante, et a 1’aide des propriétés de celle-ci, on obtient
I’inégalité souhaitée.
6. Puisque M est symétrique réelle, il existe P orthogonale et D diagonale telle que M = PDPT.
M3 = Tr (MTM) = Tr (M?) = Tr (D?), M? et D? étant semblables. Donc si D = diag(\g, ..., An)

(les \; sont les valeurs propres de M "comptées avec leur ordre de multiplicité"), ||M||3 = Z A2,

i=1
7. On applique l'inégalité donnée aux réels positifs A1,..., A,. Il vient :
Tr (M) . 1 & 1\2
2max{A, ... Ay —det(M)% ) > = (A —dtMn).
(s b (T e ) 2 15 (s - der(an

n 2 )
Or Z ()\k — det(M)%) est la somme des carrés des coefficients de la matrice D — det(M)n I,
k=1
et donc vaut || D — det(M)# I,||2, qui est aussi || M — det(M)= L, ||2, comme on le vérifie facilement
(les deux matrices sont orthogonalement semblables via P).

n
Z A2 = ||[M|3, et, ce dernier nombre étant strictement positif (A
i=1
étant non nulle par hypothése) I'on obtient

Enfin, max{A1,..., A} <

_ YA
T M) gyt s 1M = det DAL
n 20l M|

Partie 3 : On continue avec de la convexité

8. D’aprés la question 3, il existe une matrice S € S (R) telle que A = S2.
Notons B = S~1BS~1.
Alors B € Sn(R) et il existe une matrice diagonale D et une matrice orthogonale P telles que
B = PDPT.
Ainsi, B = SBS = SPD(SP)T = QDQT en notant Q = SP € GL,(R).
Enfin, QQT = SPPTS = 52 = A.
Si B € SFT(R), la matrice B est aussi symétrique définie positive. En effet, pour tout X €
M,1(R)\ {0}, S7T!X #£0et XTS™I1BS™1X = (S71X)T'BS™1X > 0.

Donc les éléments diagonaux de D, qui sont les valeurs propres de E, sont des réels strictement

positifs.
¢
9. La fonction ¢ + In(1 + e') est définie et de classe C> sur R, sa dérivée est t %, et sa
e
dériveé de est t — €' ! ¢ ¢ > 0. Donc la fonction ¢ — In(1 + €*)
érivée seconde es e - = . Donc la fonction n e
1+et  (14et)? (1+et)?

est convexe sur R.



10. On écrit A = QQT et B = QDQT. Alors det(A + B) = det(Q)? det(I,, + D) = det(Q)? ﬁ(l +d;)
i=1

si D = diag(ds, ..., dy), et det(A) = det(Q)?, det(B) = det(Q)? [ [ d:-
i=1
1

=1 i=1

n E nooy
Il s’agit donc, puisque det(Q)? > 0, de démontrer que <H(1 + di)> >1+ H d;*, ou encore

1TL n 1
- In(1+d;) >1 1 dr |.
n;n( + )n< +]:[1>

par croissance du logarithme. Comme B € S, (R), les d; sont tous strictement positifs, et on note
d; = e% pour tout i € [1,n]. La convexité de la fonction étudiée a la question 9 et la propriété
démontrée a la question 4 permettent alors de conclure :

1 n

o 20

n ‘ 1
In|l14e =1 <f§ In (14 e%
n e " n (14 e*)

11. Soit ¢ € [0,1]. Avec les mémes notations que précédemment,

det((1 —t)A +tB) = det(Q)? det((1 — t)I,, + tD) = det(Q 2H1—t+td

det(A) " det(B)" = det(Q)? det(D)* = det(Q)? Hdt.

n n
11 s’agit donc ici de montrer que H(l —t+td;) > H dt

i=1 1=1
Or, par convexité de la fonction exponentielle sur R, pour tout réel a, e(!=9-0%t¢ < (1 —#)e0 + te®.
Ainsi, pour tout i € [1,n], e(*=0-0Ft(d) < (1 —#)e® + td;, ce qui justifie 'inégalité demandée.
Pour lextension a S, (R), deux méthodes :
e On peut montrer que toute matrice de S;F (R) est la limite d’une suite de matrices de S, +(R). Par
passage a la limite dans 'inégalité démontrée, et sachant que le déterminant est une application
continue sur M, (R), on obtient I'extension de cette inégalité aux matrices de S (R).
e On vient de considérer le cas ou A et B sont symétriques définies positives. Si, maintenant, 'une
des deux matrices A et B est symétrique positive non définie, alors elle admet 0 pour valeur propre,
et donc son déterminant est nul. L’inégalité est alors évidente puisque tA + (1 — t) B, symétrique
positive d’aprés la question 2, est de déterminant positif. On obtient bien I’extension voulue.

12. Soient (A4, B) € S;FH(R)2, et t € [0,1]. Les déterminants de A et de B sont strictement positifs,
donc d’apres 'inégalité de la question 11, le déterminant de (1 —¢)A + ¢B est lui aussi strictement
positif, et, par croissance du logarithme,

In (det((1 — t)A +tB)) > (1 — t) In(det(A)) + ¢ In(det(B)),

ce qui prouve que la fonction Inodet est concave sur S;7(R).

Partie 4 : Encore de la convexité!

13. Soit ¢ un réel. Si A = PAPT, ou P € O,(R) et A = diag(A1,...,\n), g(t) = det(I, + tA) =

n

[Ta+ex).
i=1
Sur cette expression, on constate que g est une application polynomiale, donc de classe C* sur R.

14. Avec les notations précédentes, f(t) =1In (H +t\;) ) Zln 14+t\)
i=1

Or, pour tout = > —1, In(1 + z) < z, donc f(t) Zt)\ =tTr (A



Partie 5 : Et pour finir ... de la convexité!

15.

16.

17.

18.

19.

20.

On utilise encore le résultat de la question 8 : il existe une matrice inversible ) et une matrice
diagonale D = diag(dy,...,d,) telles que A = QQT et M = QDQ™.

Pour tout réel t, fa(t) = det(Q)? det(I,, + tD) = det(Q)? H 1+ td;)

Sur cette expression, on constate que f4 est une fonction polynomlale, donc de classe C'*° sur R.

Avec les notations précédentes,
Xatem = det(X I, — (A+tM)) = (det(Q))? det((X — 1)I,, — tD) = (det(Q H —1—td;)

Les valeurs propres de A+ tM sont donc les réels 1+ td;, et elles sont toutes strictement positives
1
SSI¢ > — pour tout i € [1,n] (les d; étant strictement positifs puisque A € S;F(R)).
i
1
max{dy,...,dp}"

Deux fagons :
e (avec mémoire) On se rappelle ici (cf. solution de la question 8) que si A = $?, STIMS~! =

Notons €y = Alors, pour tout t €] — €g, o[, A+ tM € S T(R).

PDPT, ott P € O,(R), donc » d; = Tr (D) = Tr (ST MS™") = Tr (A™' M).
1=1
Alors
falt) = det(Q)2 det(In +tD)

=det(A4) | | (1 +td;)

= det(4 1+tZd +o(t) | quand t — 0

/\

= det(A) (1+ tTr “1M) + o(t)) quand t — 0.

e (sans mémoire) On utilise l’indlcatlon :si A =1,, alors, en notant \; les valeurs propres de M,
symétrique, on obtient
n n
fr,(t) =det(I, +tM) = H(l +itN) =1+ (Z /\i> t+o(t) =1+ Tr(M)t+o(t)

@13 i=1 i=1
C’est le résultat voulu dans ce cas particulier. Pour obtenir le cas général, on est tenté d’écrire
fa(t) = det(A)det(I, + tA~tM) et d’utiliser ce qui précéde... sauf que la matrice A~1M n’est
plus symétrique a priori, donc n’est pas diagonalisable a priori : 'expression précédente ne peut
pas servir directement. On peut néanmoins s’en sortir en prouvant le cas particulier de I'indication
sans hypothése de symétrie sur M, en utilisant que M ~¢ T avec T triangulaire : alors le méme
raisonnement est valable (le fait que les \; puissent étre complexes ne change rien).
Ainsi, on aura bien

fa(t) = det(A)det(l,, + tA~ M) = det(A) (1 + Tr (A~ M)t + o(t)) quand t — 0
La encore, deux facons :
o (fagon extrinséque) Lorsque t €] — €g, €o[, 1 + td; # O pour tout ¢ € [1,n].
n n

. d;
Puisque f4(t) = det(A)Zl;[l(1+td) fi(t) = det(A ;d ]1;[ (14 td;) fA(t); i
e (fagon intrinséque) On fixe t €] —€g, €9[. Notons alors, pour tout h assez petit, g(h) := fa(t+h) =
det((A +tM) + hM). Alors, A+ tM étant dans S,/ T (R), le calcul de développement limité de la
question précédente s’applique : on obtient alors

fa(t) =g'(0) = det(A+ tM)Tr ((A+tM)"*M) = fa(t)Tr ((A+tM)~*M)
Puisque la fonction ® : ¢+ (A +tM)~! est de classe C! sur | — €, €g], elle est dérivable en 0 et
admet le développement limité ®(t) = ®(0) + t®’(0) + o(t) quand ¢t — 0.
Or ®(0) = A~1 et, en dérivant 1'égalité ®(t)(A + tM) = I,, (dérivable par bilinéarité du produit
matriciel), on obtient, pour tout ¢ €] — eg,eo[, D'(¢)(A + tM) + ®(¢t)M = 0, et donc P'(0) =
—ATTMATL
On en déduit que

O(t)=A"1—t A MA~! + o(t) quand t — 0.
Pour tout t €] — eg, €0, fa(t) = det(A + tM) > 0, donc Papplication ¢, est bien définie sur
] — €0, €0[. Comme composée de = — ™ et de f4, elle est de classe C°° sur cet intervalle.
Pour tout t €] — €, €],



Pult) = — x (=) x det(A+ M) ~1 x f4 (1)

— — det(A + tM)=° ;28

Tr ((A+tM)~'M). Le calcul de f/,(t) étant le sujet de

falt)
fa(t)

la question 18, et celle-ci ayant deux solutions, on distingue suivant celle choisie :

Il reste donc juste & prouver que

n
d;
o (fagon extrinséque) : on a obtenu f/y(t) = fa(t )Z 1T, . Or avec les notations adoptées dans

cette partie,
Te ((A+tM)~*M) =T ((QQT +tQDQT) ™" QDQT)
=T (@)™ (1 +tD)' Q7'QDQT)
= Tr ((IT, +tD)~'D)
— 1+ td
e (fagon intrinséque) On a obtenu directement que f(t) = fa(t)Tr ((A+tM)~*M)
Dans tous les cas, on en déduit que
Vt €] — o, 0, @h(t) = —Tr((A+tM) ' M)det™ (A +tM).

21. On effectue un développement limité a 'ordre 1 en 0 de ¢/, en utilisant les deux questions précé-
dentes :
e (t) =-Tr (AP +t ATTMA™ + o(t)) M) apa (t)
=-Tr (A'M +t A7'MA™'M + o(t)) (det(A)=*(1 — atTr (A~'M) + o(t))
= —det(A)*Tr (A~ M) + ¢ (Tr (A~ M)?) + Tr (A" M)?) + o(t) quand t — 0,

ce qui prouve que

@ (0) = det™(A) ((Tr (A7 M))? 4+ Tr (A~ M)?)).
22. Deux fagons :
e A7IM = (QQT)1QDQT = (Q1)1QQDQT = (QT)"'DQT, donc A~1M est semblable a la
matrice diagonale D.
e en utilisant l'indication : la matrice A~! étant symétrique définie positive, il existe d’aprés
la question 3 une matrice B € ST (R) telle que A™! = B2. Alors, on a A~'M = B?*M =
B(BMB)B~! ~ BM B, et cette derniére matrice est symétrique.
23. A™'M et (A='M)? sont alors respectivement semblables a T' et T2, avec T' € S,,(R), elle-méme
semblable & une matrice E = diag(ey, ..., e,) d’aprés le théoréme spectral. On en déduit que
©2(0) =det™™(A) (a(Tr (A" M))* + Tr (AT M)?))

n

2 n
=det™(A4) | a (Z ei> + Ze?

i=1
1 n 2 n
= det™*(4) [ —— (Z ei> + Zef .
=1 i=1
Notons sans imagination = (eq,...,e,) € R". Alors
! (z) iy ol (z |ei|> Py
=1 =1 1 =1

== (nNg — Ny (z )2)
> 0 par comparaison des normes standards sur R" .
Par conséquent, ¢! (0) > 0.

24. Par continuité de ¢!, si ¢ (0) > 0, alors il existe 0 < 1 < ¢y tel que pour tout ¢ €] — n,7],
©r(t) > 0, et la fonction ¢!, est croissante sur 'intervalle | — n,n[ (autrement dit ¢, est convexe
sur cet intervalle).

Or linégalité & démontrer s’écrit ¢, (0) — o (t) < —t@l, (0) pour tout t €] — n,n|.

Soit t € [0,n]. D’aprés la formule des accroissements finis, il existe ¢ €0, ¢[ tel que ¢4 (0) — @q(t) =
—tp(c) < =t (0).

Si maintenant ¢ €] — 2, 0], il existe ¢ €]t, 0 tel que ¢, (0) — pa(t) = —tel(c) < —tl(0).

On a démontré I'inégalité dans tous les cas.



