SOLUTION DE MINES 2001 MP-II

L.1.a Soit Q; = {(z,y) € I? / |x — y| < h}. Comme ¢ est bornée, 'ensemble des |p(z) — ¢(y)| avec (z,y) € Qn
est majoré par 2sup ||, donc w,(h) existe.
I
De plus si h < b/, comme Qp, C Qpr, on a wy(h) < wy(h').
1.b Soit (z,y) € Qp4n; supposons par exemple que x < y; et posons z = x + h; alors (x,z) € Qp, et (2,y) € Qn,
et comme [p(z) — e(y)| < |p(@) — ()| +[0(2) — @(y)|, on obtient [p(x) — ©(y)| < wy(h) + w, (h).
On en déduit (récurence facile sur n) : wy(nh) < nwy(h).
Soit A > 0 et n = E(X); alors A # (n 4+ 1)h d’ott wy,(Ah) < wy[(n + 1)h] (croissance de wy,).
D’ott wy(Ah) < (n+ 1wy (h) et CQFD puisque n < A.

1.c Il est clair que I'unif.continuité de ¢ est équivalente & la propriété : Ve >0, 36 >0 / w,(d) <e.
Laquelle est équivalente & w,(h) — 0 quand h — 0 puisque la fonction w, décroit.

1.d Découle immédiatement de I'inég. des acc.finis.

I.2.a La condition signifie que \,, doit étre égal au carré de la norme (au sens de D) du polynome trigo nF,,; d’apres

nd nl —1)(2n—-1) 2n?+1
Parseval, A, = 3. (n—|k|)2 donc A\, =n?+2 3 p? D'ott|\, = n?+ n{n—1)@2n - 1) _
k=—n+1 p=1 3 3
2 3
Et donc | A, ~ gn

(t —sint)(t +sint)(t? +sin’t) 4 N
2.b Quand t — 0, a(t) = ~ t°/6.2t.2t*.t7°, donc | A; = 2/3
Q0.0 /

B(t) = t3a(t) prolongée en 0 par 3(0) = 0 est donc continue sur le segment [0, 1], donc bornée.
.4
sin

Dans I,, et .J,, on fait le chgmt de variable u = nt; les fonctions g, : u — (avec p = 2 ou 3) prolongées

par g,(0) = 0, sont continues sur [0, co[ et dominées par 1/t? (avec p > 1), donc sont [0, co[-intégrables. Donc
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L, =n2 [™% gg ~n2 [ g3 Bt J, < Aon [ g2 < Ao % o

1 27 1 ™
2.c Comme K, est paire, —/ kn = —/ K,=1
2 0 ™ Jo

/2
1 (sin nt)*(ta(t) + i)chf = i(In + Jp).

1 ™
E t ¢ = 2u, — | tK,(t)dt
1 posan u, on a /O n( ) 3 7T)\n

T TAn Jo

Or I, + J, = O(n?) et A\, = O(n?). Donc ﬁ/ tK,(t)dt = O(1) , c.a.d est bornée. En outre, sa positivité
T Jo

est évidente.

1 us
3.a Comme g est paire, j,(g)(—0) = 2—/ g(0 + ) K, (t)dt
T

—T

Et en posant u = —t, il vient j,(g)(—60) = j»(9)(0) grace a la parité de K,,.

1 O+m
Comme t — g(0 — t) K, (t) est de période 27, j,(g)(0) = %/ g(0 — t) K, (t)dt.
0

—T

1
On pose alors u = 6 — t, Aot j,(g)(0) / wg(u) K (0 — u)du. Or K, (6 — u) est proportionnel &

2 J_,
2n—2 . 2n—2 .
F2(0 — u), donc de la forme Y c(u)e™®, d'ott j,(g)(0) = > ~re*?.
—on+2 —2n+2
2n—2
Enfin la parité donne j,,(9)(6) = 5[jn(9)(8) + jn(9)(=0)] = 2 i cos(ke).
=0

3.b Par définition de wy(]t]), on a |g(6 —t) — g(0)] < wy(|t]) et le L1b (avec h = 1/n et A = n|t|) donne
9(6 — 1) — g(0)] < (1 +nlt]) wy(1/n).
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Comme o [T K,=1ona:

™

) 1 f" 1

90) =3 l0)O) < 5= [ 190~ = gOK (00t < wy(1 /) [ (1 it (t)dt < Mooy (1/m)

I.4.a D’apres 3.b, jp+1(g)(0) est une comb.lin. des cos(kd) avec k = 0..2p, donc P, (z) est comb.lin. des polynomes
Ti(z) = cos(k arccos ) (avec k = 0..2p). Comme 2p < n, P, est un polynome de degré au plus égal & n.

4.b Comme P, est un polynome de degré < n, A, (f) < ||f — Pxl; en posant g(6) = f(cos 8), on a
If=Pu)|l = st]%p 19(0) — Gp+1(9)| < Mowg(#). Comme # < 2 et comme wy est croissante,
If = Pnll < Mowgy(2/n). Dot avec 1.b, wy(2/n) < 2wy (1/n).
Enfin w,(1/n) <ws(1/n) : en effet,
si|0—6'| <1/n,alors |cosf — cos@’| < 1/n (acc.finis), donc |g(6) — g(¢")] < ws(1/n).

4.c Les espaces affines f + E,, et (f — Q) + E,, sont confondus. Donc A, (f — Q) = A,(f)

En introduction, on a admis l'existence d'un R € Ey_1 tel que A,_1(f’) = ||f' — R||. Soit @ une primitive
2M,
de R; alors ||f/ — Q|| = Ap—1(f’). Or, d’aprés 4.b et 1.d, on a A, (f — Q) < TO I/ — Q|- Ce qui donne
2M,

An(f) < TAn—l(fl)-

(2Mp)*
nn—1)..(n—k+1)
Py est vraie d’apres 4.c; si Py est vraie, on considére une f de classe C**t! sur I et un n > k + 2. Alors

(2M,)*
Ay (£, —k>
Y Py ey k(fY)). Comme n—k > 3 et

M,
_2 ) A1 (FETD). Dol Pinégalité

4.d Soit Py, la propriété : si f est de classe C¥ sur I et sin > k+1, alors A, (f) < Ak ().

on peut appliquer Py au couple f,n; donc A, (f) <

%) est C' , on applique Py & ce couple, ce qui donne A,,_x(f*)) < (
espérée et Py est vraie.
Noter que ’on doit prendre n > k4 1 et non n > k.

Soit F' € C; la suite n — A, (F) est positive décroissante, donc a une limite £. D’aprés Stone-Weierstrass, il
existe une suite (Q,) de polynomes telle que ||F' — Q,|| — 0.
poo

Posons N (0) = deg Qo et N(p) = sup(deg Qp, N(p — 1) + 1) pour tout p > 0; alors Q,, € En(,) donc
0 < Ang)(F) < ||F — Qyl; ainsi la sous-suite Ay () (F') tend vers 0; donc £ = 0.

Revenons & f de classe C* et prenons F = f*) € C. Alors A, (f*)) — 0. Donc avec 4.c, A, (f) = o(1/n*)
II.1.a Les formes linéaires ¢1 : P — P(1) et {_;1 : P +— P(—1) sont indépendantes; donc
EY={P€ E, /t;(P)=/(_1(P)=0} est de dimension : dim E,, —rg(f1,4_1) = (n+ 1) — 2.

Dot |dimEY =n — 1

Les polynomes ey, k = 2..n sont de degrés échelonnés, donc forment une famille libre de n — 1 éléments de
E9; donc c’en est une base.
1.b Il est clair que ®,(ex) + k(k — 1)e appartient & Vect(ea, ..., ex—1), donc M, est triang.sup.

Donc les vp de M, sont les nombres —k(k — 1), k = 2..n; ainsi M,, admet n — 1 vp distinctes, donc est
diagonalisable. D’ott 'existence d’une base (Qa,...,Qy,) de EY formée de VP de ®,. Donc (1 — X?)Q/ =
—k(k — 1)Qk, et en comparant les termes de plus haut degré des 2 membres, deg Qy = k.

1.c PQ est divisible par (1 —22)2, donc
P2

Et comme %2 est continue positive sur I, si J(P, P) = 0, alors P(z) = 0 pour tout 2 €] — 1,1[. Donc

T x2 est un polynome, donc continu sur I. D’oli lexistence de J(P, Q).

P =0 (polynome ayant une infinité de racines).

L . 1
1.d Intégration par parties : f_ll Q.Q5 = [Qr(2)Q(x)] _, — f_ll QrQY = —(Qrl(1 = X*)QY) = k(k — 1)(Q|Q;).
Idem en échangeant j et k; donc (k—j)(k+j—1) (Qk|Qj) = 0. On en déduit que Qy, et @, sont orthogonaux

si k # j. Donc (Qk)k=2..n est une base orthogonale.



I1.2.a Si P € E,,_3, alors P = (1 — X?)P appartient a E,,_; = Vect(Qa,...,Qn_1 C Q5. Donc (Q,|P1) = 0,
1
c.a.d f_l PQ,=0

2.b Dans le cas i), le polynome R;Q,, garde un signe constant, est continu, donc f_ll R1Q.,, # 0; d’apres 2.a, on a
donc p=deg Ry > n —3. Mais p < deg Q,, —2 = n — 2 puisque les racines —1 et 1 de @, ne sont pas racines
de R;. Dans ce cas, on a donc p =n — 2.

Dans le cas ii), méme raisonnement avec Ry = 1; donc 0 = deg Ry > n — 3 ce qui est absurde.
Les cas i) et ii) recouvrant toutes les situations, on a p = n — 2, donc @, a n racines distinctes dans I (en
rajoutant —1 et 1) et elles sont simples puisque deg Q,, = n.

I1.3.a wu, est linéaire (évident), injective car si P € Ker u,, ce polynome de degré < n a n + 1 racines, donc est
nul. Et avec le théoréme du rang, rgu, = dim F,, = n+ 1 = dimR"*!, donc u, surjective.

Par définition, I,,(f) est 'antécédent de (f(yo),. .., f(yn)) par u,; d’olt son existence et unicité. Et il est
clair que I,,(f) — P € E,, et vérifie u,[L,(f) = Pl = (..., (f = P)(yx),--.)

I n
3.b La fraction rationnelle n(f) a pour poles yg, ...,y et sa décomposition en éléments simples est > s
n41 k=0 <L — Yk
_ fyw) . R
avec aj = — (formule classique). D’ott CQFD.
Q. (yk)

.c Dabord |(x) ~ Lu(£)(@)] < 1]+ 3 |F)Lela)] < 7] (1 + 3 [ Ls(z)))

Puis on remplace f par f — P dans cette inégalité; le premier membre ne change pas puisque I,(f — P) =
I.(f) = P, dou CQFD.

I1.4.a Linéarité de v,, évidente.Si v, (P) = 0, alors les yj sont racines doubles de P, donc P admet 2n + 2 > deg P
racines, donc P = 0. D’ou Ker v,, = {0} et le théo. du rang donne la surjectivité. Comme en 3.a, H,(f) est
Pantécédent de (..., f(yk),-.., f'(yx),...) par v,. Enfin pour tout P € FEs,41, H,(P) = P, en particulier
H,(1) = 1.

’Ir;-}—l(yk) (t)

t2
4.b Taylor-Young donne Q41 (yx +1t) = tQ;, . (yr) + gQZ-H(yk) +0(t?), donc L (yx +1) = 1 +tm +o
n+1

Or pour k=1.n—1, Q1 1(yx) = tn+1CQns1(yx)/(1 — y,%) =0, donc ‘ Li(yx) =0, k=1..n—1 ‘

Maintenant ¥ = 0 ou k = n, donc y; = 1. Alors, quand ¢t — 0, 1 — (yx + )% = y§ — (yx + 1)* ~
=2yt et Quar(ye + 1) ~ 1Q1 11 (Yk); donc w1 Q1 (Yk)t ~ a1 Qnar(yr + 1) ~ =24 Q7 44 (yx)t. Do

. n n(n+1
fn1Qn 1 (k) = =2y, Q41 (yi) ce qui donne | Lj (yx) = —ykﬂf = Uk ( T ) pour k=0 ouk=n| Ou
1
encore L (1) = —L'0(-1) = @

NgE

4.c On prend f = 1. Ce qui donne H,(1) =1= Y (1 — 2(z — yx )L}, (yx)) Lr(2)* ou encore

k

i
=]

L n(n+1)

1= Li(z)? + —1 [(1+ 2)Lo(x)? + (1 — 2)Ly(2)?]. Comme la quantité entre crochets est positive
k=0
(pour z € I), on a bien Y. Ly(z)* < 1.
k=0
On applique I'inégalité de Schwartz aux vecteurs (1,...,1) et (|Lo(x)|,...,|Ln(2)]) de R* L usuel : 3 |Ly(z)] <
k=0
Vin+1)Y Li(z)? < vn+ 1.

If=I.(f)l] < QA+ +n+1||f—P|, qui est valable pour tout P de E,, donc en particulier pour celui
qui minimise ||f — P||. Dot ||f — L,(f)]| < (1 ++vn+ 1A, f.
Ensuite on vérifie facilement que 1+ v/n + 1 < 2y/n pour n > 3.

IL.5 11.3.c et IL.4.c donnent |f(z) — L,(f)(z)] < (1 + v/n+1)||f — P| pour z € I et tout P € FE,. Donc

1 u
Enfin, si f est de classe C' | alors A, (f) = O(E)’ donc || f — In(f)|| = o(—=) — 0, c.a.d L,(f) — f sur I.

1
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