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I. Questions préliminaires

1.-NousavonsA2:<8 8)et32=<8 8>,d0nCeXP(A):I+A:<(1) })et

exp(B):I—i-B:(i (1))

01
10

(A+ B)®¥1D) = A + Bet(A+ B)* = I, et par conséquent

e Nous avons A + B = ( ), donc (A + B)2 = I, et et pour tout entier naturel £,

oxp(d 5] i 21221:? o (A + B) + ch(1)lo < ch(1) sh(1) )
uril P !

e Nous avons : exp(A) exp(B) = ( ? i ) .

2. Une condition suffisante pour que deux matrices A et B de M, (R) vérifient 'égalité
exp(A) exp(B) = exp(A + B) est que AB = BA.

II. Un calcul d’exponentielle de matrice a I’aide des projecteurs spectraux, cas diagona-
lisable
3. Polynome interpolateur de Lagrange :Soit P € R,_;[X] tel que P()\;) =0 pouri =1,2,...,r
Alors P admet r racines distinctes, doncil est nul et par conséquent ker ¢ = {0}, et comme
dimR,_1[X] = dimR", 'application ¢ est bijective. En particulier, il existe un unique
polynome L vérifiant
G(L) = (M. e, ..., eM),
c'est-a-dire Vi = 1,2,...,7, L(\;) = e,
1 sii=j,
0 sii##j.
T
(b) Les!; forment une base de R,_; [X], en effet, soit o, g, ..., a, telque P = Y al; =0,
i=1
donc P()\;) = a; = Oetcecipourtoutj = 1,2,...,7. L étant un polyndme de R, _; [ X],
donc il existe des scalaires oy, g, ..., o tels que

L= i Oéili
i=1

et comme L(}\;) = eV etl;()\;) = d;;, alors

L= i e)‘ili.
i=1

4. (a) Onal;(\) = {

5. Une propriété de l'exponentielle :
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(a) L'application M +— PM P~ ! estun endomorphisme de M,,(R), qui est de dimen-
sion fini, donc cette application est continue.

PDP
(b) Pour tout entier naturel, on a Z — = =P Z k' Let par continuité de

k=0
l'application M — PM P~! on déduit que exp(PDP 1Y = Pexp(D)P~.

6. Soit D une matrice diagonale formé par les valeurs propres de A et P une matrice inver-
sibles telles que A = PDP~!. D’aprés ce qui précede
exp(A) = Pexp(D)P™!

Notons D = diag(1, g2, ..., ftn) Ol les p; sont les valeurs propres de A. Nous avons alors :

Pexp(D)P™' = Pdiag(e', ek, ... et P!
= diag(L(p1), L(p2), s L(ptn))
= L(PDP ') = L(A).
D'ottexp(A) = L(A).

P :
7. Pour tout k € N, ona v*(z) = Mz, doncsi P = Y a;X?, alors
i=0

p p
P(v)(z) = Z aiv'(z) = Z aiXiz = P(\)z
k=0 k=0

8. (a) Soit x = z1 + z2 + ... + z, avec z, € Ej pour tout & = 1,2,...,7. Nous avons
donc ’U(Ik) = A\pzp pout tout k et pl(Il) = ll(v)(:vl) = ll(AZ)Il =xz;etsij #£ 1
pi(zj) = Li(v)(zj) = li(\j)z; = 0, d’autre part p? = p;, donc p; est le projecteur sur

T

E;, parallelementa @ E;.
k=1 ki

T
(b) Soit (i,7) tel que i # j, onap;op; =pjop; = 0etp? =p;.Siv= Y. \;p;, alors pour
j=1
tout entier naturel £ on peut écrire :

T
= Z Aécpi
i=1

T
D'oti exp(v) = 3 eVip;, cette égalité vectorielle, se tarduit matriciellement par I'ex-
i=1
pression demandée.

III. Un calcul d’exponentielle de matrice a I'aide des projecteurs spectraux, cas non
diagonalisable

9. Le polyndome minimal de u admet une racine double, donc u n’est pas diagonalisable.

110
10. LamatriceA=| 0 1 0 | répond ala question.
0 0 2

11. D’apres le théoreme de décomposition des noyaux, appliqué aux polyndomes premiers
entre eux (X —1)?et X —2,0na:

E = ker[(u — id)? o (u — id)] = ker(u — id)? @ ker(u — 2id).
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12.
13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

Nous avons p + g = (u — id)? + u o (2id — u) = u® — 2u + id + 2u — u? = id.
Soit z € ker(u—2id), alors p(z) = (u—id)?(z) = u(u(z))—2u(z)+r = u(2z) —2u(z)+r = 2
etsiz € ker(u — id)?, p(z) = (u — id)*(z) = 0, de plus pour tout = de E, p*(z) = p(z),
donc p est le projecteur sur ker(u — 2id), parallelement a ker(u — id)?.
q = id — p est le projecteur sur ker(u — id)?, parallelement a ker(u — 2id).
Soitz € E.

(@) Ona: (u— 2id)(p(z)) = (u —id) o (u — id)?*(x) = 0.

(b) D’apres la question précédente, on a u o p = 2p. Supposons u* o p = 2Fp, alors

ubtlop = wo (uF o p) = wo 2kp = 2%y o p = 281y, d’olt pour entier naturel k,
uF o p = 2¥p.
/1 /1
(c) On a pour tout entier naturel &, u* o p = 2Fp, donc Z <EUk o p) = Z <H2kp> ,
k=0 k=0
= /1 (1
ou encore Z <HUk> op= Z <H2 > p donc exp(u) o p = e%p.
k=0 k=0

Ona (u —id)? o ¢ = po g = 0, donc on peut vérifier par récurrence que (u — id)¥ o ¢ = 0
pour tout entier naturel £ > 2.

Donc g 4 (u — id) o ¢ = exp(u — id) o q, c’est-a-dire u o ¢ = exp(u — id) o q.

D’autre part, puisque id o (v — id) = (u — id) o id, alors

exp(u) = exp(id + u — id) = exp(id) o exp(u — id),
ainsi exp(u) o ¢ = eexp(u —id) o g = uo q,d’oltexp(u) oq =euogq.
D’apres les questions 14. et 15, on a
exp(u) = exp(u) o (p+q) = €®p+ euo g = e*(u — id)? + eu o (u o (2id — u),

donc exp(u) est un polyndme en w.

IV. Calcul de distances a 1’aide de projecteurs orthogonaux
Théoréme de la projection orthogonale : d(x, F) = ||z — pr(z)||.
Cas des hyperplans : On a pour tout z € E, z — pr(zr) et n sont colinéaires, donc il exista

a € Rtel que z — pp(z) = an, mais (z — pr(z)|n) = a(n|n) et comme (pr(x)|n) = 0, alors
(z[n)

lInll 7

a= d’ott

d(a, F) =lofnl = )

Une application :

(a) H estle noyau d'une forme linéaire, donc c’est un hyperplan de M, (R).
Comme I ¢ H,alors H+ = Vect(I,).

(b) D’apres la derniere question, d(M, H) = ‘\T/TT(%]))‘ — ITr\%VI)I

Et pour une norme non euclidienne ? Soit y = (a,0) un vecteur quelconque de F, alors

Noo(z —y) = max(|a—1[, 1), une étude de la fonction o — max(|a— 1|, 1), montre que la

borne inférieure vaut 1 et est atteinte sur l'intervalle [0, 2], donc I'ensemble des vecteurs

m pour lesquels cette distance est atteinte est {(a, 1)/ € [0,2]}.
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